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В течение ХУЙ в. естествознание — прежде 
всего механика — добилось огромных успехов. 
Имена Галилея, Кеплера, Декарта, Гюйгенса, 
Лейбница, Ньютона свидетельствуют о больших 
научных достижениях. Однако наука этого времени 
рассматривала природу вне истории, лишая мате- 
риальный мир его объективного развития. „Рево- 
люционное вначале естествознание, — говорит 
Энгельс, — оказалось вдруг перед насквозь кон- 
сервативной природой, в которой все было и 
остается теперь таким же, каким оно было извечно, 
и в которой все должно было оставаться до 
скончания мира или вовеки веков таким, каким 
оно было с самого начала“ *. Благодаря этому, 
говорит далее Энгельс, „наука все еще глубоко 
сидела в теологии“. 

Однако не следует. думать, что в то время не 
было таких мыслителей, которые бы не возвы- 
шались над этой статической наукой. 


* Маркс и Энгельс, Соч., т. ХММ, стр. 479. 
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„Нужно считать огромным достоинством и 
честью тогдашней философии, говорит Энгельс, 
что она не поддалась влиянию ограниченной 
точки зрения тогдашнего естествознания, — что 
она — начиная от Спинозы и кончая великими 
французскими материалистами — настойчиво пы- 
талась объяснить мир из него самого, предоставив 
детальное оправдание этого естествознанию 
будущего“. 

В „Святом семействе“ (1845) Маркс отмечает 
прежде всего Декарта, который в своей физике 
приписывает материи „самостоятельную творче- 
скую силу“ и который механическое движение 
рассматривает как проявление „жизни материи“. 

Елще более заслуживает упоминания в этом 
отношении Лейбниц, у которого „телесная суб- 
станция“ имеет в себе „деятельную силу“, „не 
знающий покоя принцип деятельности“ *, 

В области механики Лейбниц занимает особое 
место: вопреки ньютоновской школе он считал 
движение свойством, внутренне присущим материи 
и вследствие этого он считал закон сохранения 
движения основным принципом природы. 

Закон сохранения движения в то время мог 
быть сформулирован только как закон сохранения 
механического движения, и у Лейбница он выражен 
в форме закона сохранения живых сил. Более кон- 
кретное содержание закон сохранения движения по- 
лучил лишьв ХХ в., когда было открыто превраще- 
ние движения из одной формы в другую. Но одной 
из причин, почему так долго пришлось ждать 
этого важнейшего открытия, было и то, что 
ценнейшие идеи Лейбница не нашли себе долж- 


* См. Ленин. Философские тетради. Конспект книги 
(Фейербаха о Лейбнице. 
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ного приема и оценки в науке ХУЙ в., нахо- 
дившейся под односторонним влиянием философии 
Ньютона. Поэтому тем больший интерес предста- 
вляют те отдельные ученые ХУШ в., которые 
примыкают именно к Лейбницу, а не к Ньютону. 

В этом отношении особенного внимания за- 
служивает Иоганн Бернулли, этот крупнейший 
ученый первой половины ХУЙ в. 


%* 
< * 


Иоганн Бернулли (1667 — 1748) принадлежал 
к известной ученой семье Бернулли (Вегпои Ш), 
происходящей из Голландии. Его предки вместе 
с сотнями тысяч других голландцев покинули 
родину (Антверпен) вследстие жестких преследо- 
ваний испанского диктатора Альба и переехали 
во Франкфурт, а через некоторое время — в Базель, 
бывший тогда богатым торговым, промышленным 
и культурным центром, где и приняли базельское 
гражданство (1622). Здесь родился и воспитывался 
Иоганн Бернулли. 

После школы он некоторое время обучался 
торговому делу, но вскоре отдался науке ик 18 го- 
дам уже окончил университет. Вначале он зани- 
мался медициной ихимией, но потом пошел по сто- 
пам своего старшего брата Якова Бернулли 
(1654 — 1705), крупнейшего математика. В 1690 г. 
он едет в Женеву и затем в Париж, где заводит 
знакомство с Мальбраншем, Кассини, Лагиром 
и Вариньоном. 

Уже зимой 1691/92 г. Иоганн Бернулли написал 
учебник диференциального и интегрального исчи- 
слений, — это был первый учебник нового анализа, 
сущность которого была впервые изложена 
в 1684 г. Лейбницем. В 1694 г. И. Бернулли по- 


8 ПРЕДИСЛОВИЕ 


лучил степень доктора медицины, а в 1695 г. он 
занял кафедру математики в Гронингенском уни- 
верситете (Голландия). [о смерти старшего брата, 
Якова, занимавшего кафедру математики в Ба- 
зельском университете, он переходит на место 
брата и занимает его в течение всей своей жизни. 
Своей — преподавательской — деятельностью 
И. Бернулли весьма сильно способствовал распро- 
странению нового метода анализа бесконечно 
малых. Независимо от этого он читал и публич- 
ные лекции по физике. Его учениками были 
Лопиталь (1661 — 1704) и Эйлер (1707 — 1783). 
И. Бернулли был членом многочисленных ученых 
обществ различных стран Европы, иего современ- 
ники считали его равным Лейбницу и Ньютону. На- 
ряду с исключительными заслугами по пропаганде 
новых методов математики Лейбница * И. Бернулли 
сделал ряд первостепенных открытий в области 
диференциального и интегрального исчислений 
и интегрирования диференциальных уравнений. 
В области философии природы И. Бервулли 
был рьяным защитником картезианской физики 
и противником английской школы Ньютона. От 
нападок последней он стойко защищал и Лейбница. 
В этих спорах наряду с идейными позициями 
большое место занимали вопросы и о приоритете. 
Одна из главных заслуг И. Бернулли заклю- 
чается в том, что он поставил задачу о брахисто- 
хроне и сам дал ее решение (1696), что положило 
начало вариационному исчислению. 
И. Бернулли страстно боролся за теорию 
Лейбница о сохранении живых сил, видя про- 


* Известно, что Даламбер говорил, что если он знает 
что-нибудь из области математики, то этим он обязан 
И. Бернулли. 
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тивников этой теории как в ньютонианцах, так 
и в картезианцах. Первые, как известно, вовсе 
не призвавали сохранения величины движения, 
а вторые, хотя и признавали принцип сохране- 
ния, но измеряли величину движения произведе- 
нием массы на скорость, а не на квадрат скорости. 

И. Бернулли обладал весьма страстным харак- 
тером, историки даже называют его сварливым — 
главным образом, благодаря его бесконечным 
спорам о самостоятельности его открытий и 
о приоритете. В этих спорах сн не шадил даже 
ближайших родственников. Но справедливость 
требует отметить, что страстность его не всегда 
можно объяснить чисто собственническими чувст- 
вами, вообще свойственными буржуазным ученым. 


* 
* х 


В настоящее время, при формальном изложении 
механики, живая сила (или кинетическая энергия) 
определяется как половина произведения, полу- 
чаемого от умножения массы на квадрат скорости. 
И. Бернулли, следуя своему учителю Лейбницу, 
подходит к этому совсем иначе. Раньше чем 
давать Формулу живой силы, он пространно 
говорит 06 ее объективном содержании: он 
говорит, что в природе никакое действие не 
остается без результата, всякая причина вызывает 
равное ей действие. „Ничтожная часть позитивной 
причины, говорит он, не может исчезнуть, не 
произведя взамен такого действия, при помощи 
которого эта потеря может быть восстано- 
влена“ *. 

Живая сила есть то реальное и неизменное, 


* Стр. 98 настоящего издания. 
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которое содержится в движении тела. Она, 
говорит И. Бернулли, „является чем-то реальным 
и субстанциальным“... Она „имеет свою опреде- 
ленную величину, из которой ничего не может 
пропасть без того, чтобы мы не нашли снова эту 
потерю в произведенном действии“ *. 

амо понятие о живой силе у И. Бернулли 
неразрывно связано с ее сохранением. Он полагал, 
что движение тел есть такое свойство их, кото- 
рое не может исчезать бесследно или возникать 
из ничего. Вследствие этого, говорил он, возражая 
Ньютону, „совершенно исчезает страх перед тем, 
что когда-нибудь в природе исчезнет движение, 
и весь мир погрузится в страшный неподвижный 
хаос. Будем же спать спокойно, дело обстоит 
благополучно“**. Установив таким образом понятие 
живой силы, И. Бернулли переходит к вопросу 
о способе ее измерения. Рядом весьма остроумных 
аргументов он доказывает, что живая сила про- 
порциональна произведению массы на квадрат 
скорости, а не произведению массы на скорость, 
как полагал Декарт. 

Итак, ход мыслей И. Бернулли таков. Движе- 
ние в природе не может ни исчезать, ни возникать 
из ничего. Оно сохраняется как нечто субстанци- 
альное, и с ним должна быть связана некоторая 
численная величина, зависящая от характера 
движения, — функция массы тела и его ско- 
рости, — и эта величина должна быть неизменной. 
Лейбниц назвал ее живой силой. После этого 
специальное исследование приводит его к выводу, 
что живая сила должна измеояться произведе- 
нием массы на квадрат скорости. 


* Стр. 221 настоящего издания. 
** Стр. 241 настоящего издания, 
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Как мы видим, понятие живой силы вводится 
в механику не формально, так же, как не фор- 
мально находится и ее математическое выражение. 

Формула живой силы (то?) впервые появилась 
в трудах Гюйгенса, именно в сочинении „Ое 
пои согрогит ех регсиз$1опе“, где он показал, что 
величина этого выражения сохраняется при 
упругом ударе, но при этом, однако, он не вскрыл 
физической сути этого „математического“ закона. 
По этому поводу И. Бернулли разражается 
грозной филиппикой по адресу Гюйгенса, обвиняя 
его в голой спекуляции *. 

Надо сказать, что И. Бернулли чересчур смело 
защищал положение о сохранении живых сил: 
его противники могли бы легко опровергнуть 
его утверждения. Дело в том, что науке того 
времени ничего не было известно о превращениях 
энергии, и потому И. Бернулли выдвигал принцип 
сохранения живых сил, как единственной по его 
представлениям меры движения. Удар упругих 
шаров давал И. Бернулли наилучшую и, пожалуй, 
для того времени единственную иллюстрацию 
этого принципа. Уже для неупругого (или для 
не вполне упругого) удара И. Бернулли должен 
был давать специальное объяснение а ос **. 

В век механического естествознания И. Бер- 
нулли не знал о превращениях механической 
энергии в другие виды и обратно. Единственный 
случай превращения энергии, который у него 
подробно разбирается, это — превращение кине- 
тической энергии в энергию упругости, или, как 
говорит И. Бернулли, превращение „живой силы 
движущегося тела“ в „силу пружины“. Это пре- 


* Стр. 132 настоящего издания. 
** См. стр. 226 настоящего издания, конец п. [Х. 
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вращение в том и другом направлении было им 
хорошо изучено, и им он широко пользуется для 
доказательства своей теории. Для него это превра- 
щение было гораздо проще, чем превращение жи- 
вой силы в потенциальную энергию гравитации, в 
которой было много непонятного и отпугивающего. 

Как же объяснял И. Бернулли видимое исчез- 
новение жизой силы при неупругом (или не 
вполне упругом) ударе? Он проводит аналогию 
со сжатием пружины. Если сжатую пружину 
ничто не удерживает, то она распрямляется, 
отдавая всю свою силу в виде живой силы. Если 
же ее распрямление, вследствие какого-либо 
препятствия, произойдет лишь частично, то она 
отдаст не всю свою „силу“ (т. е. энергию), а лишь 
часть ее, оставляя другую часть внутри себя. 
То же самое, по мнению И. Бернулли, происходит 
и с не вполне упругим ударом: здесь часть „силы“ 
остается в телах, и исчезновение ее является 
исчезновением лишь кажущимся. 

Характерно, что то, что сейчас известно под 
названием „уравнения живых сил“, И. Бернулли 
не расшифровывается, и физический смысл его 
ему не ясен, так же как Гюйгенсу не был ясен 
физический смысл сохранения при ударе величины 
суммы произведений масс на квадраты скоростей. 
И. Бернулли в своих вычислениях применяет 
уравнение живых сил* но, поскольку в этом 
уравнении речь идет о превращении живой силь 
в другие формы энергии (скрываемые в другой 
части уравнения под видом „работы“), постольку 
оно для него носило лишь чисто математический 
характер. Именно превращение энергии и было 
камнем преткновения для ученых его времени. 

* См., например, стр. 113 настоящего издания. 
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Надо, впрочем, отметить, что в статике 
И. Бернулли мы находим весьма отчетливое 
понятие работы, называемой им „энергией“: 
именно, универсальным принципом статики И. Бер- 
нулли считает принцип виртуальных скоростей, 
и для простейших случаев он дает ему совершенно 
точную формулировку. Это можно видеть из его 
письма к Вариньону от 26 января 1717 г., по- 
мещенного в настоящем издании в виде приложе- 
ния. Здесь он подробно разъясняет, как нужно 
вычислять величину „энергии“ (т. е. работы), 
когда сила имеет направление, отличное от на- 
правления виртуальной скорости, — подготовляя 
тем самым создание векторной алгебры. 

Столь сильное подчеркивание принципа вирту- 
альных скоростей в статике у И. Бернулли не 
было случайным: для него важнейшим принципом 
науки механики был принцип сохранения энергии, — 
разумеется, только в том виде, в каком это 
позволяли знания его времени. С этим последним 
обстоятельством точно так же связано и указание 
И. Бернулли (вслед за Лейбницем) на невозмож- 
ность „чисто механического вечного движения“ *. 

Считгя „живую силу“ центральным понятием 
механики. И. Бернулли второстепенную роль 
отводит так называемой „мертвой силе“, т. е. да- 
влению, тяжести, усилию пружины и т, д. Эта 
сила — „мертвая“ потому, что она не связана 
непременно с движением. 

Верный картезианским идеям, И. Бернулли 
все силы стремится объяснить механическими 
причинами. Он отвергает пустоту и действие на 
расстоянии, видя в ньютонианстве перипатетизм 
„в слегка переряженном виде“. Силу тяготения 

* См. етр. 101 настоящего издания. 
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он стремится объяснить при помощи вихрей, 
а силу упругости — центробежной силой вращаю- 
щегося эфира. 

Какие же положительные задачи механики 
разрешил И. Бернулли? В сочинении „О законах 
передачи движения“ он приводит законы удара 
упругих шаров (в частности удара трех и боль- 
шего числа тел, а также косого удара) и находит 
центр качания физического маятника. В других 
работах он математически определяет траекторию 
брошенного тела при различных условиях сопро- 
тивления среды, решает задачу о колебаниях 
струны и— едва ли не самое главное — ставит 
впервые и решает задачу о брахистохроне. 

В заключение необходимо сказать несколько 
слов о философских высказываниях И. Бернулли 
в его произведениях по механике. Выше уже 
отмечалось отрицательное отношение И. Бернулли 
к математическому формализму, обнаруженному 
им у Гюйгенса. „Ёсли не прибегать к помощи 
природы, — говорит он, — и к ее первым началам, 
то самые важные теоремы вырождаются в простые 
спекуляции“ *. Он указывает далее на „полное 
согласие между законами природы и законами 
геометрии, согласие, наблюдаемое настолько по- 
стоянно и при всех обстоятельствах, что кажется, 
будто природа советовалась с геометрией, уста- 
навливая законы движения“. 

В этих словах можно видеть. материалистиче- 
скую тенденцию математика. Эта же тендевция 
сказывается и в том, что И. Бернулли так упорно 
защищал физику Декарта. Говоря о физической 
природе упругости, И. Бернулли требует от 
философов „находиться в пределах природы“ 

* См. стр. 132 настоящего издания. 
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и „не приписывать причину этой силы (упру- 
гости В. Е.) какому-либо нематериальному и 
мнимому свойству или способности, как например 
антипатии или симпатии“*. Наконец, та же 
материалистическая темденция проявляется во 
взглядах И. Бернулли по вопросу о значении 
живых сил, о сохранении движения, о равенстве 
действия и причины, о чем мы уже говорили выше. 

Эта концепция вполне соответствует идеологии 
передовой европейской буржуазии ХУП — ХУП вв. 

Однако материализм И. Бернулли мог быть 
только механистическим и метафизическим. Здесь 
видно влияние как школы Декарта, так и школы 
Лейбница, у которых, при всем их различии, 
общими были механицизм и метафизичность. 
Вслед за Лейбницем И. Бернулли фундаменталь- 
нейшим законом природы считает принцип абсо- 
лютной непрерывности **. С характерной для 
метафизика прямэлинейностью он перепрыгивает 
через объективные факты действительности и 
удовлетворяется грубо-механистическими объясне- 
ниями сложных физических и химических явлений. 

Таким образом и И. Бернулли, этот крупный, 
авторитетный и передовой ученый своего времени, 
не был свободен от тех недостатков, которые 
присущи буржуазным идеологам даже в эпоху 
исторического подъема их класса. 

И" 

В настоящее издание включены далеко не все 
произведения И. Бернулли по механике. Здесь 
прежде всего приводится несколько статей, по- 
священных задаче о брахистохроне. Кроме того, 
мы взяли две больших работы, посвященных 


* См. стр. 185 настоящего издания. 
** См. стр. 49 -—50 настоящего издания. 
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пропаганде концепции Лейбница о живых силах: 
первая посвящена теории удара упругих тел, 
вторая — собственно анализу понятия „живой 
силы“. К первой работе присоединяется особое 
добавление о причине упругости. Все сочинения 
расположены в хронологическом порядке. Перевод 
сделан по „Орега отша“, изданным в 1742 г., 
при жизни автора и при его участии. 

В приложении помещен отрывок из „Новой 
механики“ Вариньона, вышедшей в 1725 г., где 
помещено письмо И. Бернулли своему другу 
о принципе виртуальных скоростей. 

При переводе сочинений И. Бернулли мы 
стремились к максимальной точности передачи 
научных понятий. Мы полагали, что в настоящем 
издании должен употребляться современный язык, 
но понятия и научный стиль должны максимально 
соответствовать эпохе И. Бернулли. Нами сохра- 
нена также и математическая символика за весьма 
немногими исключениями, не имеющими для 
целей данного издания принципиального значения. 
Отступление от подлинника заключается в том, 
что И. Бернулли формул не выделяет в отдельную 
строку, мы же всюду, где возможно, это делали. 
Точно так же для облегчения чтения крупные 
абзацы мы делили на мелкие. Кроме того, знак 
отношения мы большей частью изображаем при 
помощи дробной черты, в то время как И. Бер- 
нулли употребляется с этой целью преимуще- 
ственно двоеточие. 

Статьи о брахистохроне переведены для 
настоящего издания В. С. Гохманом, первона- 
чальный текст перевода остальных статей дан 
Д. Г. Безпрозванным. В. ЕГОРШИН. 
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НОВАЯ ЗАДАЧА, 


К РАЗРЕШЕНИЮ КОТОРОЙ 
ПРИГЛАШАЮТСЯ МАТЕМАТИКИ! * 


вертикальной плоскости даны две точки А 
В и В (рис. 1). Определить путь АМВ, спу- 

скаясь по которому под влиянием собствен- 
ной тяжести, тело М, начав двизаться из 
точки А, дойдет до друзой точки В в крат- 
чайшее вргмя. 

Для того, чтобы вызвать интерес со стороны 
любителей подобных вопросов и побудить их 
охотнее предпринять попытку разрешения ука- 
занной задачи, довожу до их сведения, что эта 
задача не сводится к пустой умственной спекуля- 
ций, лишенной какого бы то ни было практиче- 
ского значения, как это может кому-либо пока- 


* Арабекие цифры означают ссылки на примечания 
в конце книги. 
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заться. В действительности она представляет 

очень большой практический интерес и притом, 

кроме механики, также и для других дисциплин, 

что может всем показаться неправдоподобным. 

д Между прочим (указываю 

это с целью предупредить воз- 

можное неправильное сужде- 

ние), хотя прямая АВ и является 

кратчайшей линией между край- 

ними точками Ди В, тем не 

В менее тело проходит ее не 

Рис. 1. в кратчайшее время, и суще- 

ствует кривая АМВ, хорошо 

известная геометрам. Я назову эту линию, если, 

по истечении текущего года, никто другой ее 
не назовет. 


м 


ПРОГРАММА, ИЗДАННАЯ В ГРОНИНГЕНЕ 
в 1697 г. 


ТОНЧАЙШИМ, СЛАВЯЩИМСЯ ВО ВСЕМ 
МИРЕ МАТЕМАТИКАМ? 


ак мы достоверно знаем, едва ли существует 
К что-либо иное, что могло бы в большей сте- 

пени побудить благородные умы к совершению 
дел, ведущих к умножению знаний, чем предло- 
жение трудных, но в то же время полезных во- 
просов; их разрешением, с помощью того или 
иного метода, они достигнут славы для своего 
имени и воздвигнут себе вечный памятник у по- 
томков. Я полагаю, что для меня не будет ничего 
более приятного, чем, если я, подражая примеру 
таких мужей, как Мерсенн?, Паскаль*, Фермаб5, 
и особенно известного недавнего флорентийского 
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анонимного автора загадок“, а также примеру дру- 
гих лиц, делавших то же до меня, предложу 
превосходнейшим аналитикам нашего века неко- 
торую задачу, с помощью которой они, как с по- 
мощью Лидийского камня", смогут проверить 
свои методы и умножить их мощь. Если они что- 
либо найдут, пусть сообщат нам для того, чтобы 
каждый мог затем получить от нас в публичной 
форме заслуженные им похвалы. 

Это и было сделано один семестр назад 
в лейпцигских „Ас{а“ (июнь, стр. 269), где я пред- 
ложил подобную задачу, полезность которой, 
соединенную с удовольствием, увидят многие, 
которые успешно займутся ею. Геометрам был 
предоставлен срок в шесть месяцев со дня первой 
публикации, по истечении которого, если никем 
не будет объявлено никакого решения, я обещал 
опубликовать свое. Но вот срок уже истек, и ни- 
какого решения не появилось, если не считать 
того, что знаменитый Лейбниц, столь известный 
глубокими открытиями в области геометрииб, по- 
ставил меня письмом в известность, что он сча- 
стливо развязал узел этой, как он выражается, 
прекраснейшей задачи, о которой раньше никто 
не слышал; вместе с тем он учтиво просил меня 


* Винченцо Вивианиб в 1692 г. предложил геометриче- 
скую загадку об удивительном творце четверного полуша- 
рового свода. См. Ас4а егиД ога за этот год, июнь, стр. 274, 
или жизнь Вивиани в Н!34. АсаЯ. Кез. Эсере., Раг!$, 1703. 
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о том, чтобы истекающий срок был продлен до 
ближайшей пасхи, — с тем, чтобы в течение этого 
времени указанная задача могла быть опублико- 
вана среди французов и итальянцев и чтобы совер- 
шенно была устранена возможность каких-либо 
жалоб на недостаточность срока. Я не только 
удовлетворил эту достойную просьбу, но и сам 
решил объявить об указанной отсрочке. Ибо я 
хочу знать, кто эти люди, которые, приступив 
к разрешению этой прекрасной и трудной задачи, 
после длительного промежутка времени станут 
наконец обладателями решения. 

В интересах тех лиц, в руки которых лейп- 
цигские „Асса“ не попадают, я здесь повторяю 
упомянутое выше предложение, 


МЕХАНИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА О ЛИНИИ 
НАИБОЛЕЕ СКОРОГО СПУСКА 


Определить кривую линию, соединяюшую 
две данных точки, расположенных на различ- 
ных расстояниях от зоризонта, не лежащих 
на одной и той же вертикальной линии, и об- 
ладаюшую тем свойством, что тело, движу- 
шееся по ней под влиянием собственной тяжести 
и начинающее свое движение из верхней точки, 
достшает нижне*’ точки в кратчайшее врел:я. 

Смысл этой задачи заключается в следующем. 
Из бесчисленного множества линий, которые сое- 
диняют две вышеуказанные данные точки, т. е. 
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которые могут быть проведены от одной из этих 
точек до другой, следует избрать линию, обла- 
дающую тем свойством, что если по ней изогнуть 
лист, имеющий форму трубки или канала, и в 
трубке или в канале поместить шарик, то послед- 
ний, будучи свободно отпущен, пройдет свой путь 
от первой точки до второй в кратчайшее время. 

Во избежание какого-либо повода к недоразу- 
мению, считаем необходимым предупредить, что 
мы исходим здесь из основного положения Гали- 
лея, в правильности которого, если отвлечься от 
сопротивления, никто из здравомыслящих геомет- 
ров? уже не сомневается, а именно, что скорости, 
приобретаемые падающими телами, пропориио- 
нальны корню квадратному из пройденных пу- 
тей!0; хотя, с другой стороны, наш метод реше- 
ния может быть вообще распространен и на лю- 
бое другое допущение. 

Когда, таким образом, здесь уже не остается 
никакой неясности, мы настоятельно просим всех 
геометров нашего века, и каждого в отдельности, 
взяться за это дело, сделать попытку исследо- 
вать все, что они имеют сокрытого в затаенных 
глубинах своих методов!!. Пусть всякий, кто мо- 
жет, берет себе ту премию, которую мы загото- 
вили для решившего задачу, — конечно, не суммы 
золота или серебра, приводящие в движение 
только низкие наемные умы, от которых мы во- 
обще не ожидаем ничего похвального и ничего 
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полезного для наук. Так как добродетель сама 
для себя представляет наилучшую награду, а сла- 
ва содержит в себе неизмеримое побуждение, то 
мы и предлагаем премию, которая подходит мужу 
благородной крови, — премию, сплетенную из 
чести, похвалы и рукоплесканий; мы будем и пу- 
блично, и в частном порядке, и в письменном 
виде, и устно увенчивать и украшать и восхвалять 
проницательность нашего великого Аполлона. 

Если же праздник пасхи пройдет и будет уста- 
новлено, что никто не разрешил нашей задачи, 
то мы откроем публично то, что нашли сами. 
А именно несравненный Лейбниц, надеюсь, тот- 
час же опубликует решения как свои, так и наши, 
которые ему были сообщены заблаговременно. 
Если геометры разберут эти изыскания, произве- 
денные на основании некоторого более глубокого 
источника, ‘го нет никакого сомнения, что они по- 
знают тесноту пределов обычной геометрии и тем 
выше оценят наши открытия, чем меньше людей 
будет в состоянии разрешить нашу замечатель- 
ную задачу. И такую оценку дадут даже те лица, 
которые прославились тем, что своими, столь силь- 
но ими рекомендуемыми особыми методами не 
только глубоко проникли в тайники собственно 
геометрии, но с помощью своих золотых теорем, ни- 
кому, по их мнению, неизвестных, а в действитель- 
ности уже давно опубликованных другими, захва- 
тили удивительным образом и соседние области!”, 


КРИВИЗНА ЛУЧА В НЕОДНОРОДНЫХ ПРОЗРАЧНЫХ 
ТЕЛАХ И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ, ПРЕДЛОЖЕННОЙ 
МНОЮ В „АСТА“ ЗА 1696 г., СТР. 269, О НАХОЖДЕ- 
НИИ „БРАХИСТОХРОННОЙ ЛИНИИ*, Т. Е. ТАКОЙ 
ЛИНИИ, ПО КОТОРОЙ ТЕЛО ДОЛЖНО ПРОХОДИТЬ 
ОТ ОДНОЙ ЗАДАННОЙ ТОЧКИ ДО ДРУГОЙ В КРАТ- 
ЧАЙШЕЕ ВРЕМЯ; ЗАТЕМ О ПОСТРОЕНИИ ‚„СИН- 
ХРОННОЙ КРИВОЙ", Т. Е. ВОЛНЫ ЛУЧЕЙ 


До настоящего времени появилось столько 
методов, которые получили название методов 
максимумов и минимумов, что лица, хвалящиеся 
тем, что они, авторы этих методов или последо- 
ватели их авторов, считают, что в этом вопросе 
почти ничего не осталось сколько-нибудь тон- 
кого, чего бы они с их остроумием не могли 
разрешить. Пусть они думают со слов учителя, 
как им угодно, но если бы они захотели попро- 
бовать, то они увидели бы, что наша задача 
меньше всего может быть уложена в тесные гра- 
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ницы их методов, если даже они их настолько 
расширят, что смогут из заданных многих или 
бесконечно многих величин найти одну, которая 
будет максимумом или минимумом. 

В самом деле, в нашей задаче самые величи- 
ны, из которых следует избрать максимум или 
минимум, не больше определены, чем та вели- 
чина, которая определяется. В этом все дело, 
в этом и заключается вся трудность. 

Даже столь знаменитые авторы, как Декарт, 
Ферма и другие, которые когда-то так горячо 
отстаивали превосходство своих собственных 
методов, — как будто они боролись за свои очаги 
и жертвенники, — или же их приверженцы, отстаи- 
вавшие их правоту, даже они откровенно при- 
знают, что здесь следует применить не только 
те методы, которые они внесли в науку. 

В мою задачу не входит поносить открытия 
других, и я не собираюсь это делать. Усердно 
стремясь к достижению поставленных себе целей, 
они дали многое. Но в их сочинениях не нахо- 
дится ничего, касающегося такого рода исследо- 
вания о максимумах и минимумах, и сами они 
своим методам не приписывали способности раз- 
решать иные проблемы, чем задачи обычного 
характера. 

Я со своей стороны тоже не обешаю дать 
общего метода, которого было бы напрасно 
и искать; но я изложу особые методы, с помощью 
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которых я счастливо разрешил настоящую зада- 
чу, — методы, подходящие не только для данного, 
но и для многих других случаев. 

Пока другие ищут свои решения, я решил 
свой ответ сразу же переслать знаменитому Лейб- 
ницу, с тем, чтобы он когда-нибудь довел его 
до сведения публики вместе со своим решением, 
если он найдет таковое. Впрочем я в этом не 
сомневался, хорошо зная необыкновенные спо- 
собности этого остроумнейшего мужа. И дай- 
ствительно, в то время, как я это пишу, я знаю 
из частных его писем, которыми он меня часто 
удостаивает, что моя задача сверх ожидания ему 
очень понравилась (по его словам, она своей кра- 
сотой привлекла его к себе, как яблоко привлекло 
Еву) и что он тотчас же нашел ее решение. Что бу- 
дет сделано другими, покажет результат! *. Во вся- 
ком случае, если такому мужу, столь загруженному 
делами, эта задача представилась в таком виде, 
что он счел проведенный за нею час не беспо- 
лезно потраченным, то, значит, она стоит того, 
чтобы геометры посвятили ее разрешению неко- 
торое время. Если они это сделают, то они от- 
сюда извлекут и ту пользу, что, разрешив задачу, 
они получат доступ к сокровеннейшим истинам, 
до которых без этого они едва ли доберутся. 

Конечно, мы справедливо удивляемся тому, 
что было впервые открыто Гюйгенсом, д именно, 
что тяжелое тело совершает таутохронные спус- 
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ки по обыкновенной циклоиде, из какой бы точки 
циклоиды оно ни начало двигаться!; но я не 
знаю, не будешь ли ты, читатель, совершенно 
изумлен, когда я заявлю, что именно эта самая 
циклоида, т.е. гюйгенсова таутохрона, и является 
нашей искомой брахистохроной, — что я устано- 
вил двумя способами: одним косвенным и другим 
прямым. 

Останавливаясь на изложении первого пути, 
я укажу, что мною открыто удивительное совпа- 
дение между кривизной луча света в непрерывно 
изменяющейся среде и нашей брахистохронной 
кривой; я заметил еще и другие явления, отно- 
сительно которых мне впрочем неизвестно, со- 
держится ли в них что-нибудь сокровенного, что 
может оказаться полезным для диоптрики. Во вся- 
ком случае остается справедливым указание, ко- 
торое я прибавил к своему объявлению о задаче, 
а именно то, что последняя получит самое широ- 
кое применение не для пустой умственной спе- 
куляции, а в иных дисциплинах, т. е., значит, 
и в диоптрике. 

Подтвердим же на деле то, что было сказано 
на словах, и прежде всего вот наш способ реше- 
ния задачи. 

Ферма в своем письме на имя Лашамбра (см. 
Ер!${. Сацези Та, Тот. Ш, рав. 147 и Еегтан! 
Орега Мает., рас. 156 и след.)!6 установил, что 
луч света, проходящий из более редкой среды 
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в более плотную, отклоняется к перпендикуляру, 
таким образом, что за данный промежуток вре- 
мени луч (который по предположению проходит 
последовательно от точки, испускающей свет, до 
освещаемой точки) совершает кратчайший путь; 
исходя из этого принципа, он показал, что синус 
угла падения находится к синусу угла преломле- 
ния в таком же отношении, как заданные разре- 
женности сред, т. е. они находятся в отношении, 
обратном отношению плотностей, а значит 
и в отношении тех скоростей, с которыми луч 
проходит в среде. Позднее это было точнее до- 
казано остроумнейшим Лейбницем в „Аба егиа!- 
{огит“ за 1682 г., стр. 185 и след., а затем 
вскоре и знаменитым Гюйгенсом в его сочине- 
нии „О свете“, стр. 40!7. Последние подкрепили 
сильнейшими доводами только что указанный фи- 
зический, или — скорее — метафизический, прин- 
цип, который Ферма, под влиянием Клерселье, 
кажется, оставил и, слишком легко отказываясь 
от своих прав, ограничился лишь своими геомет- 
рическими доказательствами!8. 

Если мы теперь возьмем среду не равно- 
мерно плотную, а как бы разделенную бесконечно 
большим количеством расположенных горизон- 
тально пластинок, промежутки между которыми 
заполнены прозрачной материей, плотность кото- 
рой возрастает или убывает в определенном от- 
ношении, то ясно, что луч, который мы пред- 
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ставляем себе в виде шарика, будет распростра- 
няться не по прямой линии, а по некоторой 
кривой (это отметил уже Гюйгенс в вышеупомя- 
нутом сочинении „О свете“, хотя он всего меньше 
определил природу этой кривой); эта кривая 
будет иметь такую форму, что шарик, пробегая 
по ней со скоростью, постоянно возрастающей 
или убывающей в соответствии с плотностью 
слоев, дойдет от одной точки до другой в крат- 
чайшее время. Известно также, что так как 
синусы углов преломления в отдельных точках 
пропорциональны разреженности среды, т. е. 
пропорциональны скоростям шарика, то указан- 
ная кривая обладает тем свойством, что синусы 
углов наклона ее к вертикальной линии повсюду 
находятся в отношении скоростей. После ска- 
занного выше можно без труда понять, что ука- 
занная кривая представляет собою брахисто- 
хронную линию, образуемую лучом, проходящим 
через среду, разреженности которой пропорцио- 
нальны скоростям, приобретаемым тяжелым те- 
лом, падающим по вертикальной линии. 

Таким образом, зависит ли увеличение ско- 
рости от природы среды, оказывающей большее 
или меньшее сопротивление, как это мы имеем 
в случае луча, или же следует отвлечься от среды 
и от какой-либо другой причины, но мы видим, 
что ускорение создается по тому же закону, 
каки в случае движения тяжелых тел. Так как 
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в обоих случаях кривая подчинена тому условию, 
что она должна быть пройдена в кратчайшее 
время, то что мешает нам поставить одно на 
место другого? 

Таким образом можно разрешить нашу задачу 
в общем виде, какой бы закон ускорения мы ни 
установили. Действительно, задача сводится к то- 


Рис. 2. 


му, что требуется определить кривизну луча 
в среде, изменяющейся каким угодно образом 
в соответствии с разреженностью этой среды. 
Итак, пусть имеется среда АРСО (рис. 2), огра- 
ниченная горизонталью РС, на которой располо- 
жена излучающая точка А. Пусть будет дана, 
вместе с вертикально осью АД, кривая АЛЕ, 
ординаты которой НС определяют степень раз- 
реженности среды на высотах АС, или скорости 
луча, либо шарика, в точках М!3. Искомый искри- 
вленный луч пусть будет представлен линией 
АМВ. Обозначим АС через х, СН — через &, 
СМ — через у, диференциал Сс — через Ах, ди- 
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ференциал пт — через 4у, диференциал Мт — 
через 42, некоторую произвольно взятую постоян- 
ную величину — через а. Отрезочек Мт будет 
полным синусом?!, тл будет синусом угла пре- 
ломления, Т. е. угла наклона кривой к вертикаль- 
ной линии, а потому в силу того, что мы только 
что сказали, тл находится к НС в постоянном 


отнощении, т. е. 
4у _ 42. 
{ а ’ 


отсюда получается следующее уравнение: 


а 4у == #42, 
или 
аа 4? = # 42? = # ах? - Наду?; ?? 


последнее же, после преобразования, даст для 
искомой кривой АМВ общее диференциальное 
уравнение: 


ау = — 

у (аа — #) 

Я, таким образом, одновременно решил две 
замечательных задачи—одну оптическую, другую 
механическую, т. е. я сделал больше того, чего 
требовал от других. Я показал, что, хотя эти 
две задачи взяты из совершенно различных ча- 
стей науки, тем не менее они имеют одинаковую 
природу. 

Возьмем теперь специальный случай, а именно 
обычное положение, впервые введенное и дока- 
занное Галилеем, согласно которому скорости 


Зак. 1899. Бернулли. 3 
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падающих весомых тел находятся между собою 
в отношении корней квадратных из пройденных 
высот; ведь к этому собственно и относится су- 
щество нашей задачи. При указавных допуще- 
ниях заданная кривая АНЁ будет параболой, 


т. е. 
# = ах 
и 
= уах. 
Если мы подставим это в общее уравнение, то 
мы будем иметь: 


4у = ах ИР 


на основании чего я прихожу к заключению, что 
брахистохронная кривая является обыкновенной 
циклоидой. 

В самом деле, если круг СЁК, диаметр кото- 
рого =а, будет катиться по АС, и если начало 
качения будет в точке 4, то точка К опишет 
циклоиду, относительно которой можно устано- 
вить, что она имеет то же диференциальное урав- 
нение 


х 
ау=ах у 
если обозначить АС через х и СМ через у. 
Полученное уравнение может быть преобра- 
зовано а рг!1ог! аналитически следующим образом: 
у’ х_ _ _ х4х _ а 4х _ а4х—2х ах од, 
— 21 (ах—хх) 


а—х } (ах--—хх) 21 (ах—хх) 
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но 
а 4х—2 хах 
21: (ах—хх) 


является диференциалом величины, равной 
. а ах 
у (ах—хх), т. е. ГО, а т ах—хо ПРедСТавляет 


собою диференциал дуги СГ; следовательно, 
если просуммировать уравнение 


х 
В 
то мы будем иметь: 
у, т. е. СМ = СЕ— ГО“; 


таким образом, 
МО = СО — СЁ —- ГО. 


Если принять во вниманре, что СО == полу- 
окружности СЁК, то 


СО — СЕ = К, 
и мы будем иметь 
МО == ЕК -- ГО; 


а если вычесть из обеих частей общую вели- 
чину О, то мы получим 


МЕ = ЕК, 


откуда следует, что кривая КМА представляет 


собою циклоиду. 
Остается еще показать (дабы разрешить за- 
дачу в наиболее полном объеме), каким образом 


3* 
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из данной верхней точки следует описать бра- 

хистохрону, т. е. циклоиду, так, чтобы она про- 

шла через другую данную точку. Это легче всего 

выполняется следующим образом: соединим обе 

данные точки и В (рис. 3) прямой линией АВ 

и на горизонтальной линии АЁ построим произ- 

вольную циклоиду, имеющую своим началом 

точку А и пересекающую прямую АВ в точке К. 

После того, как это будет выполнено, следует 

Д $ [сделать так, чтобы 

в том же отношении, 

как АА к АВ, нахо- 

дились между собою 

В диаметр производя- 

рис. 3. щего круга циклох- 

ды АК5 инекоторая 

четвертая величина; последняя и будет диаметром 

производящего круга искомой циклоиды АВГ, 
проходящей через точку В. 

Раньше, чем закончить, я не могу воздер- 
жаться от того, чтобы еще раз не выразить своего 
изумления по поводу отмеченного неожиданного 
тождества между гюйзенсовой таутохроной и на- 
шей брахистохроной. Сверх того, я считаю не- 
обходимым отметить, что это тождество вытекает 
только из основного положения Галилея; уже из 
этого можно было бы заключить, что это поло- 
жение находится в согласии с природой. Природа 
всегда действует простейшим образом, —` так 
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и в данном случае она с помощью одной и той же 
линии оказывает две различных услуги*5. Наобо- 
рот, при всяком другом предположении для этого 
потребовалось бы две линии: одна для колебаний 
равной продолжительности и другая для быстрей- 
шего спуска. Так, если для примера допустить, 
что скорости падающих тел относятся между со- 
бою не как квадратные, а как кубические корни из 
высот, то брахчсто- Г Е 

хрона представляла 
бы собою алгебраи- 
ческую линию, а тау- 
тохрона — транс- 
цендентную; а если 
бы скорости были р 8 

пропорциональны вы- Рис. 4. 

сотам, то обе эти 

линии были бы алгебраическими, а именно, пер- 
вая была бы круговой, а вторая, конечно, пря- 
мой. 

Я полагаю, что геометрам доставит некоторое 
удовольствие, если в качестве приложения здесь 
я приведу решение задачи, равным образом 
крайне достойной исследования, — задачи, кото- 
рая пришла в голову пишущему эти строки 
в связи с рассмотренным выше случаем: 

Требуется в вертикальной плоскости (рис. 4) 
найти кривую РВ, которую можно было бы 
назвать „синхронной“, —с тем, чтобы тяже- 
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лое тело, падающее из точки А по смежным 
циклоидам АВ, достигло различных точек В 
этой кривой за одно и то же время. 

Пусть АС — горизонтальная линия, а АР— 
вертикальная. Смысл настоящей задачи заклю- 
чается в том, что, если на АС провести какую- 
нибудь циклоиду, то от последней отсекался бы 
такой кусок АВ, что для прохождения последнего 
тяжелому телу, падающему из точки /, потре- 
бовалось бы столько же времени, сколько ему 
понадобится для падения с указанной высоты 
по вертикальной линии ДР; если поступить ука- 
занным образом, то точка В будет лежать на 
искомой „синхронной кривой“ РБ. 

Если внимательно продумать то, что нами 
было выше сказано о луче света, то нетрудно 
будет понять, что рассматриваемая кривая пред- 
ставляет собою то же самое, что и кривая, изоб- 
раженная Гюйгенсом на чертеже в его сочинении 
„О свете“ стр. 44 с помощью линии ВС и на- 
званная им волной”. Подобно тому, как послед- 
няя, согласно прекрасному замечанию Гюйгенса, 
нормально пересекает все лучи, исходящие из 
светящейся точки, точно так же и наша линия 
РВ встречает под прямыми углами все циклоиды 
АВ, имеющие общее начало в точке Д. 

Если бы вздумать превратить эту задачу 
в чисто геометрическую и представить ее в сле- 
дующем виде: 
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Определить кривую, которая нормально пе- 
ресекает все циклоиды, имеющие общее начало, 
то, конечно, она задала бы геометрам большую 
работу. Между тем с иной точки зрения, где при- 
нимается во внимание рассмотренное выше паде- 
ние тел, я эту задачу разрешаю с помощью сле- 
дующего чрезвычайно легкого построения. 

Пусть имеется производящий круг СЁК ци- 
клоиды АВК и его диаметр СК; отсечем дугу СГ, 
равную средней пропорциональной между опре- 
деленной избранной линией АР и диаметром СК; 
тогда я утверждаю, что линия [В, проведенная 
параллельно горизонтальной АС, пересечет цик- 
лоиду АВК в точке В. 

Если бы кто-нибудь пожелал применить свой 
метод по отношению к другим линиям, пусть он 
определит линию, которая пересекает под пря- 
мыми углами надлежащим образом заданные по 
своему положению кривые линии (конечно, не 
алгебраические, что было бы не очень трудно), 
а трансцендентные, например логарифмические, 
лежащие на общей оси и проведенные через одну 
общую точку. 


ИОГАНН БЕРНУЛЛИ 


ПРОФЕССОР МАТЕМАТИКИ В БАЗЕЛЕ, 
ЧЛЕН КОРОЛЕВСКИХ АКАДЕМИЙ НАУК 
ФРАНЦИИ, АНГЛИИ И ПРУССИИ 


РАССУЖДЕНИЕ 
[9 
ЗАКОНАХ 
ПЕРЕДАЧИ 
ДВИЖЕНИЯ 


ЗАСЛУЖИВШЕЕ ПОХВАЛЫ 
КОРОЛЕВСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК 
В 1724 И 1726 ГГ. 
И УЧАСТВОВАВШЕЕ В КОНКУРСЕ 
НА СОИСКАНИЕ ПРЕМИИ ЭТИХ ЛЕТ" 


ПИСЬМО ЧЛЕНАМ КОРОЛЕВСКОЙ АКАДЕ- 
МИИ НАУК, СЛУЖАЩЕЕ ПРЕДИСЛОВИЕМ 
К ПОСЛЕДУЮЩЕМУ РАССУЖДЕНИЮ 


Милостивые Государи! 


ния имеет честь представить его Вам. Он на- 

писал его по случаю первого из вопросов, 
которые Вам было угодно предложить ученым 
Европы. Господа Гюйгенс, Мариотт, Рен, Валлис? 
и некоторые другие одаренные математики до- 
статочно глубоко писали по этому вопросу и 
оставили нам правила, согласно которым тела 
сообщают друг другу свои движения. Однако 
автор, не удовлетворяясь возможностью извлечь 
общее правило из самых простых случаев по- 
средством индукции, задался целью представить 
метод, отличный от их метода и в то же время 
наиболее естественный. Он добирается до начала 
и, охватывая весь объем данной проблемы, уста- 


А: этого Рассуждения о передаче движе- 
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навливает из самых принципов механики общий 
закон, из которого затем выводит как следствия 
частные правила для каждого случая. 

До сего времени существовало смутное пред- 
ставление о силе движущихся тел, которую Лейб- 
ниц назвал „живой силой“. Автор не только 
задался целью привести в ясность этот вопрос 
и показать, в чем состоит спор, возникший между 
этим великим человеком и людьми из противо- 
положной партии, но также и доказать при по- 
мощи прямых и совершенно новых аргументов 
истину, которую сам Лейбниц доказывал лишь 
непрямым путем: дело идет о той истине, что 
живая сила тела пропорциональна не просто ско- 
рости, как об этом обыкновенно думали, а квад- 
рату скорости‘; и автор надеется, что после 
настоящего сочинения никто не будет более сом- 
неваться в этом положении. Не довольствуясь 
также определением того, что должно случиться 
с обоими ударяющимися телами как при прямом, 
так и при косом ударе, автор находит, что пос- 
ледует от удара тела, встречающего два или 
несколько тел одновременно по различным напра- 
влениям. Проблема столь трудная, что никто еще 
не брался ее разрешить. И как можно было ее 
решить? Ведь решение ее предполагает точное 
знание теории живых сил. 

Эта теория открывает легкий путь ко многим 
очень важным истинам. Она дала автору разре- 
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шение указанной выше задачи, которая, казалось, 
заключает в себе нечто особенное; она же дала спо- 
соб определения действительной потери скорос- 
тей в сопротивляющейся среде и удобное средство 
находить центр качания в сложном маятнике. 
Впрочем, Вы, Милостивые Государи, сами 
должны судить, отвечает ли этот труд намерению 
его автора. Полный уважения и почтения к Ва- 
шему славному учреждению, я смотрю на него 
как на безапелляционный трибунал, суду кото- 
рого доверяются тем охотнее, что вся Европа 
знает, что Вы в своих научных решениях руко- 
водитесь духом разума и справедливости. 
Милостивые Государи, автор осмеливается 
льстить себя надеждой, что Ваше решение будет 
для него благосклонно. Легко убедить себя в том, 
что доставляет удовольствие! Однако, каков бы 
ни был успех его предприятия, честь, оказывае- 
мая Вашим одобрением, всегда будет означать 
нечто бэсконечно большее, чем то вознагражде- 
ние, которое к нему будет присоединено". 
Если ему осталось еще чего-либо желать, это, 
Милостивые Государи, иметь возмо кность убе- 
дить Вас в совершенном уважении и искренней 


преданности, с которым онимеет честь пребывать, 
Ваш, 
Милостивые Государи, 
покорный и послушный слуга, 
„т тасп{ё5 90[и155е заЁ ез 
1 ноября 1723 г. аш 


#« 82. 


РАССУЖДЕНИЕ О ЗАКОНАХ ПЕРЕДАЧИ 
ДВИЖЕНИЯ, 


СОДЕРЖАЩЕЕ РЕШЕНИЕ ПЕРВОГО ВОПРОСА, ПРЕД- 
ЛОЖЕННОГО КОРОЛЕВСКОЙ АКАДЕМИЕЙ НАУК НА 
1724 Г. 


Глава Г 


О ТВЕРДОСТИ ТЕЛ: ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТВЕРДОСТИ 
В СООТВЕТСТВИИ С ТЕМИ ПРЕДСТАВЛЕНИЯМИ, КО- 
ТОРЫЕ О НЕЙ МОЖНО ИМЕТЬ 


1. Королевская академия наук предложила две 
премии на 1724 и 1726 гг., которые будут рас- 
пределены решением этого славного собрания 
между теми, которые наилучшим образом решат 
два различных вопроса. Я полагал, что предло- 
жение Академии обращено ко всем нациям, и 
позволил себе испробовать свои силы в этом 
деле, в котором я, сочиняя это Рассуждение, 
рисковал лишь напрасной затратой моего времени 
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и труда. Это я говорю в отношении той пользы, 
которую я могу получить от этого затраченного 
труда, так как, каков бы сверх того ни был его 
успех, я уже буду иметь удовлетворение по край- 
ней мере в тех новых открытиях, о которых без 
этого я, может быть, никогда бы и не думал. 

2. Премия в 2500 ливров предназначена тому, 
кто решит первый вопрос, сформулированный 
так: 

Каковы те законы, согласно которым совер- 
шенно твердое движущееся тело приводит 
в движение друзое такое же, находящееся в по- 
кое или в движении, тело, которое оно встре- 
чает в пустоте или же в среде? 

3. Прежде чем приступить к исследованию 
этого вопроса, я начну с объяснения того, что 
я понимаю под словом твердость. Это один из 
тех терминов, которые служат для выражения 
сущности некоторого ощущения, дающего лишь 
неясное представление о предмете, который его 
порождает. 

Разъясним же это неясное слово само по себе 
и через различные понятия, с ним связанные. 
После того, как мы определим то, что мы пони- 
маем под словом „твердость“, легко будет обра- 
зовать из этого слова совершенно ясное и точ- 
ное понятие. 

Философ и геометр, обязанные соблюдать 
в своих доказательствах ясность и очевидность 
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должны заботливо избегать какой бы то ни было 
дзусмысленности в выражениях, 

4. Наименование „твердость“ есть один из 
таких терминов, которые не означают одного и 
того же даже среди философов. Я не буду рас- 
сматривать тех различных понятий, которые 
связывались с ним в различные времена: это 
меня сильно удалило бы от моей темы. Я удо- 
вольствуюсь выяснением в нескольких словах 
того понятия, которое образовалось у большин- 
ства философов относительно твердости. Обычно 
тело считают твердым, если его части, оставаясь 
в покое одна около другой, таковы, что их связи 
могут быть разрушены лишь какой-либо внешней 
силой, и считают, что эта твердость тем более 
совершенна, чем большую силу необходимо при- 
менить, чтобы отделить части этого тела друг 
от друга. В соответствии с этим понятием, тело 
будет совершенно твердым, в смысле абсолют- 
ного совершенства, когда его части не смогут 
быть разделены никаким конечным усилием, ка- 
ким бы большим мы это усилие ни предположили. 

Сторонники атомов приписывали такого рода 
твердость их элементарным частицам, — пред- 
ставление, которое может показаться правдопо- 
добным, если только рассматривать вопрос по- 
верхностно. Но легко заметить, что это пред- 
ставление заключает в себе явное противоречие?3. 

5. Действительно, подобный источник твер- 
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дости не мог бы существовать. Это — химера, 
противоречащая тому основному закону, который 
природа постоянно соблюдает во всех своих 
проявлениях; я говорю о том неизменном и веч- 
ном порядке, установленном с сотворения мира, 
который можно назвать законом непрерывности, 
в силу которого все, что выполняется, выполня- 
ется через бесконечно малые изменения. Здоавый 
смысл, кажется, диктует то, что никакое измене- 
ние не может осуществляться скачками: Мафига 
поп орегафиг рег за{ит?!, ничто не может перейти 
от Одной крайности к другой, не переходя через 
все промежуточные ступени. Как можно позять 
соединение двух противоположностей независимо 
от какой бы то ни было связи, находящейся 
между ними? Если бы природа могла переходить 
от одной крайности к другой, например от покоя 
к движению, от движения к покою, или же от 
движения в одну сторону к движению в проти- 
воположную сторону, не переходя через все не- 
заметные движения, которые ведут от одного 
к другому, то нужно было бы, чтобы первое со- 
стояние было уничтожено так, чтобы природа не 
знала, к какому новому состоянию оно должно 
привести. По какой же тогда причине, наконец, 
природа выбрала бы предпочтительно одно со- 
стояние перед другими, состояние, о котором 
нельзя было бы спросить, почему именно это 
состояние, а не другое’? Ибо, не имея между 


Зак. 1559. Бернулли. 4 
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этими двумя состояниями никакой необходимой 
связи, мы не будем иметь никакого перехода от 
движения к покою, от покоя к движению или от 
одного движения к другому противоположному 
движению; никакая причина не обязывает ее 
произвести одно скорее, чем что-либо другое. 

6. Мне скажут, что в природе наблюдаются дей- 
ствия столь быстрые, что никакого промежутка 
между их началом и концом незаметно. Но следует 
ли отсюда, что здесь нет вовсе этих промежутков? 
С другой стороны, все те, которые убеждены, 
что всем видам величин свойственна делимость 
до бесконечности, возьмут ли они на себя труд 
делить самую нечувствительную продолжитель- 
ность на бесконечное число частей и поместить 
туда все возможные ступени скоростей, начиная 
от покоя до определенного движения? Укажем 
например на продолжительность от начала 
вспышки молнии до ее полного исчезновения. 

7. Итак, сделаем заключение, что твердость, 
принимаемая в вульгарном смысле слова, абсо- 
лютно невозможна и несовместима с законом 
непрерывности. Немного размышлений осветят 
эту истину. Предположим, что два теза, твердых 
в этом смысле и совершенно равных между 
собою, прямо встречаются с равными скоростями: 
я говорю, что они, ударяясь, должны со всей 
необходимостью или мгновенно остановиться, 
или вернуться назад, — иначе пришлось бы пред- 
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положить, что твердые тела могут проникать 
одно в другое. Однако эти тела не могут вдруг 
остановиться, т. е. перейти вдруг от движения 
к покою, от бытия к небытию, так как это про- 
тиворечит закону непрерывности; во втором слу- 
чае они не могут и отразиться, т. е. изменить 
вдруг свои положительные скорости на скорости 
отрицательные, не пробегая сперва все последо- 
вательные уменьшения первой скорости до ее 
полного уничтожения и не достигая затем такими 
же увеличениями скорости в противоположную 
сторону, — ибо это хакже противоречит этому 
закону. 

8. Ясно, что эти доводы таковы, что мне ка- 
жется невозможным, чтобы твердость, принятая 
в том смысле, который мы только что опровергли, 
могла совмещаться с основными законами при- 
роды. 

Я также отвергнул и так называемые совер- 
шенно твердые атомы, которые принимают неко- 
торые философы: это мнимые корпускулы, которые 
имеют реальность лишь во взглядах их сторон- 
НИКОВ. 

9. Но, разрушив ложное представление о твер- 
дости, необходимо заменить его новым, способ- 
ным объяснить понятным образом известные нам 
явления и в особенности законы передачи дви- 
жения. 


Прежде всего я допускаю материю, идеально 


4* 
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жидкую по ее природе3б. Частички этой материи— 
такие маленькие, какие только можно вооб- 
разить, — не имеют никакого необходимого сцеп- 
ления между собой; однако эти частицы таковы, 
что они могут быть собраны вместе в малые 
элементарные молекулы, из которых образуются 
обычные тела различного качества, одни жидкие, 
другие мягкие и третьи более или менее твердые, 
в зависимости от различных соединений, раз- 
личных форм и различных движений этих элемен- 
тарных молекул и частичек. В жидкостях эти 
частички, проходя сквозь промежутки между мо- 
лекулами, удерживают их разделенными друг от 
друга. В других случаях, сдавливая более или 
менее сильно молекулы, они образуют тела, ко- 
торые простонародье, судящее о телах лишь при 
помощи чувств, называет „твердыми“, поскольку 
части этого тела оказывают сопротивление силам, 
стремящимся их отделить друг от друга. 

10. Пусть меня вовсе не спрашивают о физи- 
ческой причине сдавливания этих элементарных 
молекул и сдавливания образованных ими твер- 
дых и чувственных8Т тел. Вдаваться в эти изыска- 
ния не являлось моею целью: я просто здесь 
объясняю то, что я понимаю под словом „твер- 
дость“. В это слово я вкладываю содержание, 
способное объяснить известные свойства пере- 
дачи движения, а также открыть те, которые еще 
неизвестны, но которые может подтвердить опыт. 
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Это и есть то, что от меня в данном случае 
требует Академия. 

11. Сжатие особенной материи, окружающей 
чувственные тела и их элементарные молекулы, 
может быть при частной структуре некоторых 
из этих тел так велико, что потребуется громадная 
сила не только для того, чтобы полностью раз- 
делить их на части, но и для того, чтобы только 
изменить их форму. Таково например большин- 
ство металлов, которые с большим трудом под- 
вергаются делению, хотя и уступают молоту, 
сплющиваясь. Эти тела, тверды, но эта твер- 
дость — не совершенная твердость: дело в том, 
что, потеряв свою первоначальную форму, они 
не восстанавливают ее в том виде, какой она 
была до действия силы, изменившей эту форму3®. 

12. Существуют другие тела, частицы которых 
так соединены друг с другом, что их сломать 
гораздо труднее, — происходит ли это от особен- 
ного характера сжатия, или от другой какой-либо 
причины; если какая-либо внешняя сила принуж- 
дает эти тела сгибаться, то они сразу восстанав- 
ливают свое первоначальное положение, как 
только сила, действовавшая на них, прекращает 
свое действие. Эти тела, по сравнению с телами 
первого рода, имеют больше твердости??. 

13. Я вовсе не вхожу теперь в рассмотрение 
физической причины этого последнего вида твер- 
дости, Мне достаточно знать, что существуют 


54 РАССУЖДЕНИЕ О ЗАКОНАХ ПЕРЕДАЧИ ДВИЖЕНИЯ 


тела, способные пружинить, т. е. обладающие 
упругим свойством. Я однако не отрицаю того, 
что этот эффект может происходить от усилия 
тонкой материи!, которая, действуя на сжатые 
поры упругих тел, давит на стенки этих пор и 
стремится вернуть их в первоначальное поло- 
жение. 

14. Представим себе например мяч, наполнен- 
ный сжатым воздухом. Если рассматривать лишь 
воздух сам по себе, это, без сомнения, жидкость. 
Однако с того момента, как он заключен в мяче, 
он образует с этим мячом твердое тело, так как, 
будучи сжат внешней силой и не имея возмож- 
ности никуда выйти, он сопротивляется этой 
силе и возвращает мячу его первоначальную 
форму с того мгновения, как только сила пре- 
кращает действовать. Увеличим теперь плотность 
заключенного в мяче воздуха до громадной сте- 
пени сопротивления, так чтобы нужна была 
исключительная сила для того, чтобы сжать этот 
мяч: я не вижу, если судить при помощи чувств, 
чем отличается подобный мяч от тел, которые 
называют твердыми. 

15. Вообразим, наконец, бесконечное число 
маленьких мячиков, наполненных чрезвычайно 
сжатым воздухом и заключенных Под одной 
общей оболочкой, и предположим, что каждая, 
даже самая малая, часть этого скопления также 
заключена в свою собственную оболочку. Мы 


ГЛ. Г, ПП. 14—16 55 


получим тогда понятие о том, что я называю 
твердостью тел. Маленькие мячики будут соот- 
ветствовать элементарным молекулам, а оболочки, 
как те, которые включают часть этого скопления, 
так и те, которые окружают всю массу их, в этом 
примере будут соответствовать той окружающей 
жидкости, которая своей деятельностью сжимает 
и сдавливает во всех направлениях всю эту массу 
и каждую из самых малых ее частичек. Дадим 
теперь громадную степень упругости воздуху, 
заключенному в эти маленькие мячики!, и мы 
увидим, что ни вся их масса, ни какая-либо 
часть этой массы“ не сможет быть заметно 
сжата какой-либо новой конечной силой, как 
бы она ни была велика. Я говорю „заметно“, 
потому что упругое сопротивление воздуха ни- 
когда не может быть абсолютно непреодолимым, 
хотя бы оно было чрезвычайно велико“. Если 
бы оно могло быть абсолютно непреодолимым, 
то мы имели бы случай мнимой твердости. Вся- 
кая сила, действующая на пружину, как бы 
сильно она ни была натянута, ее еще более на- 
тягивает, заставляет ее еще немного согнуться, 
хотя разница может быть совсем неошутимой. 
Эта разница становится бесконечно малой, когда 
конечное усилие действует на пружину, обладаю- 
шую бесконечной силой. 

16. Итак, тело будет твердым, — в том смысле, 
как это мы только что разъяснили, — если его 
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чувственные части с трудом меняют свое поло- 
жение и если части этого тела, сдвинутые вслед- 
ствие удара другого ‘тела, в незаметный проме- 
жуток времени очень быстрой и упругой пружи- 
нистостью приводятся в свое первоначальное 
положение. Эта упругость совершенна, если все 
сдвинутые части восстанавливают свое первона- 
чальное состояние: она несовершенна, если 
некоторые из них в него не возвращаются. Совер- 
шенную упругость можно назвать тугостью““. 
Эта тугость может быть конечной или бесконеч- 
ной, и она тем больше, чем более значительное 
усилие нужно применить, чтобы сжать тело до 
заданной степени; тугость в теле бесконечна, 
т. е. это тело будет бесконечно тугое, если 
нужно бесконечное давление для конечного сжа- 
тия этого тела или если нужно конечное давле- 
ние для бесконечно малого сжатия его. 

17. Хотя в природе, собственно говоря, не 
существует ‘тел, которые были бы бесконечно 
тугими, тем не менее имеется большое число 
тел, которые таковы, что огромное давление сжи- 
мает их едва заметно. Так например стальной 
шарик выносит тяжесть в тысячу фунтов, не из- 
меняя заметно формы. Правда, эти же тела легко 
поддаются, когда их превращают в тонкие пла- 
стинки, и опыт показывает, что нет ничего легче, 
чем согнуть стальную пластинку. Однако эту 
большую легкость нужно приписать действию 
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рычага: у вытянутого в длину тела, опирающегося 
на одну точку, момент силы, приложенной к его 
концам, будет как бы бесконечен по сравнению 
с сопротивлением частей, очень близких к этой 
точке. 

18. Итак, во всем дальнейшем изложении под 
твердыми телами я буду понимать тела тугие. И, 
хотя не существует совершенно твердых тел, так 
как их твердость должна была бы состоять в дей- 
ствительно бесконечной тугости, тем не менее 
я буду считать совершенно твердыми те тела, 
которые имеют очень большую тугость. Это 
я могу делать с тем большим основанием, что 
тела совершенно упругие подчиняются тем же 
законам в отношении передачи движения, как 
если бы их упругость была или могла быть дей- 
ствительно бесконечной: эти законы зависят 
единственно от совершенной упругости, в силу 
которой тела совершенно выправляются после 
перенесенного удара, независимо от быстроты, 
с которой происходит это выправление, т.е. вос- 
становление первоначального состояния. 

19. Я сперва буду даже предполагать тела 
твердыми в обычном понимании философов, какое 
бы противоречие ни было между этим предполо- 
жением и законом непрерывности. К этим телам 
вместо естественной упругости я буду прилагать 
снаружи искусственные пружины и это только 
для того, чтобы сделать более понятными дока- 
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зательства тех результатов, которые получаются 
при ударе естественных упругих тел. 


Глава И 


КАК ДВИЖЕНИЕ УНИЧТОЖАЕТСЯ И ВНОВЬ ВОС- 

ПРОИЗВОДИТСЯ СИЛОЙ ПРУЖИНИСТОСТИ. РАВЕН- 

СТВО ДЕЙСТВИЯ И ПРОТИВОДЕЙСТВИЯ. РЕШЕНИЕ 
НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 


Полагаемое в основание предложение?, 


1. Всякое тело, движущееся в пустоте, бу- 
дет продолжать двигаться с той же скоростью 
и по той же прямой линии, по которой оно на- 
чало двизаться, пока оно не встретит препят- 
ствия, которое воспрепятствует езо движению 
или повернет ето обратно. 

Это предложение — одна из аксиом, призна- 


ваемых всеми, и поэтому его нет никакой нужды 
доказывать“5. 


ПрЕДЛОЖЕНИЕ 


2. Твердое в том или инои смысле тело, 
встречая пряно, с некоторой определенной 
скоростью, пружину совершенной упрузости, 
один конец которой оперт о непоколебимую 
плоскость или о закрепленную точку, оттолк- 


нется назад по тому же направлению и с той 
же самой скоростью. 
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Это предложение ясно, и его истинность бро- 
сается в глаза, если только немного обратить 
внимание на природу действия и противодейст- 
вия, которые всегда равны между собой. В самом 
деле, в первое мгновение, когда тело касается 
спущенной пружины, оно заставляет ее сжиматься; 
при этом пружина приобретает известное коли- 
чество силы; поэтому пружина будет оказывать 
некоторое сопротивление телу, отнимая у него 
вследствие этого часть скорости. Во второе 
мгновение тело будет еще больше сжимать пру- 
жину, а последняя воспринимать новую часть 
силы и вынуждать тело терять новую часть своей 
скорости, —и это будет продолжаться таким 
образом через все бесконечно малые доли до 
тех пор, пока скорость тела совершенно не ис- 
сякнет и пока оно не сообщит всю свою силу 
пружине посредством бесконечного числа элемен- 
тарных, т. е. бесконечно малых уменьшений ''. 

Но после того как тело придет в состояние 
покоя, пружина начнет спускаться и возврашать 
ему последовательно в обратном порядке те же 
самые элементы скорости, которые она у него 
отняла. При этом потеря последнего элемента 
скорости будет восстановлена в: первое мгнове- 
ние, потеря предпоследнего —во второе мгнове- 
ние, дэпредпоследнего—в третье мгновение и 
так далее до тех пор, пока не спустится пружина 
окончательно и пока тело снова не приобретет 
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свою первоначальную скорость, но в противопо- 
ложную сторону. Ч. и Т. Д.*8. 


Примечание [1 


3. Я не думаю, чтоб это предложение могло 
быть доказано иначе, чем путем ссылки на равен- 
ство действия и противодействия. 

Всякое действие совершается последовательно 
и элементами, как бы мала ни казалась продол- 
жительность всего действия. Так и удар двух 
тел, который кажется начавшимся и окончившимся 
в одно и то же мгновение и как будто не имеет 
продолжительности, и он, если говорить точно 
в терминах геометрии, имеет свои элементы, —- 


я хочу сказать, — бесконечное число бесконечно 
малых частей. 


Примечание [ 


4. Совсем необязательно предполагать, что 
пружина совершенно ослаблена, т. е. спущена 
перед ударом. Можно, наоборот, предположить, 
что она натянута некоторой силой определенной 
величины и удерживается каким-либо препятствием, 
лишь бы положение этой задержки было таково, 
чтобы она давала пружине возможность сжи- 
маться еще более и возвращаться в свое перво- 
начальное состояние, не выходя из той степени 
напряжения, в котором его удерживает это пре- 
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пятствие. Раз это так, то я ие вижу, почему 
предыдущее доказательство не может быть при- 
менено также и к следующему случаю. 

5. АВММ (рис. 5) — полый цилиндр, закрытый 
со стороны АВ и открытый со стороны ММ; 
часть этого цилиндра АВШОЕЁЕ наполнена сжатым 
воздухом, который, стремясь расшириться, встре- 
чает препятствие к этому со стороны подвижной 
перегородки /[)Ё, которая несмотря на давление 


и Г. 8 


сжатого воздуха не может двигаться к отверстию 
ММ из-за препятствия СС, в то же время она 
может двигаться к основанию ВА. Предположим 
теперь, что шар С движется в полости цилиндра, 
стремясь к перегородке РЕ с данной скоростью СЁ. 
Я утверждаю, что как только он ударится о перего- 
родку ДЕ, то скорость этого шара начнет умень- 
шаться. По мере движения этой перегородки к АВ, 
плотность заключенного в цилиндре воздуха будет 
увеличиваться до тех пор, пока перегородка не 
достигнет некоторого положения 4 и скорость 
шара не будет полностью уничтожена. Но оче- 
видно, что когда шар С будет находиться в со- 
стоянии покоя, сжатый воздух в пространстве 
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АВае снова возьмет верх и будет толкать пере- 
городку и шар к ММ с ускорением, совершенно 
равным замедлению”, которое испытывал шар, 
углубляясь от ДЁ к 4©е, и когда перегородка 4е 
будет задержана в ДЕ препятствием СС, то шар 
С должен покинуть ее в ОЁ и вернуться тем 
же путем к ММ№ со своей первоначальной ско- 
ростью ЕС. 

6. Определение посредством вычислений и 
закон замедления шара С, когда он начинает 
проникать в пространство АВОЕ, или его уско- 
рения, когда он, достигнув плоскости 4е, начи- 
нает возвращаться обратно, заключает в себе 
два случая, которые нужно исследовать отдельно: 
в первом случае предполагают воздух чрезвы- 
чайно сжатым и его упругость столь большой 
или скорость шара С столь малой, что простран- 
ство Ге, которое он пробегает, очень и очень 
мало по сравнению со всем пространством ДА; 
во втором случае воздух АЛ сжат не так сильно, 
или же шар С обладает столь большой скоростью, 
что пространство Де сравнимо со всем простран- 
ством ДА. 

7. В первом случае замедление и ускорение 
будут неизменными по отношению ко времени — 
так, как это бывает в весомых телах, которые 
поднимаются или падают вертикально под дей- 


* Я подразумеваю под замедлением результат, который 
производит задержка, рассматриваемая как причина. 
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ствием их веса. Как вес, будучи постоянным и 
неизменным, добавляет или отнимает в каждое 
мгновение у движущегося тела маленькую долю 
скорости, так и сопротивление воздуха, заклю- 
ченного в пространстве АВШЕ, которое шар дол- 
жен одолеть, проникая до фе, будет неизменно 
в течение всего времени, за которое этот шар 
пробегает пространство Де. Так как часть Да 
цилиндра БЕ имеет по предположению бесконечно 
малое отношение ко всему целому цилиндру ВЁ, 
то очевидно, что упругость воздуха, приведен- 
ного к пространству Ве 5°, не может быть заметно 
больше, чем первоначальная его упругость, когда 
он еще занимал пространство ВЕ. Из этого сле- 
дует вывод, что сила упругости в этом случае 
оказывает неизменное сопротивление и отталки- 
вает шар С так же, как и вес сопротивляется 
весомым телам и толкает их вниз, когда их 
поднимают. 

8. Во втором случае, замедление шара С 
с приближением к основанию АВ или его уско- 
рение с удалением от него уже не постоянно, 
так как, по мере того как шар проталкивает 
перегородку к основанию АВ и по мере того 
как воздух сжимается, этот воздух, более сжатый, 
приобретает, очевидно, больше силы для задер- 
жания или ускорения движения шара, чем воздух 
менее сжатый. Закон этого замедления или этого 
ускорения определить невозможно, если предва- 
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рительно не предположить или не знать соотно- 
шения, которое существует между приращениями 
упругости воздуха и его плотностями. Опыты, 
часто повторяемые, доказали, что упругость 
воздуха, когда абстрагируются от других его 
качеств, заметно пропорциональна плотности, и 
вследствие этого сила, с которой он сопроти- 
вляется, когда шар находится в ОЁ, так отно- 
сится к силе, с которой он сопротивляется, когда 
этот шар находится в 4е, как плотность, которую 
имеет воздух, когда он занимает пространство АР, 
относится к его плотности, когда он занимает 
пространство 4, или, — что то же самое, — эти 
усилия находятся в отношении, обратном отно- 
шению цилиндра А4 к цилиндру АД, или же Де 
к ДЕЙ. 

Положим АЕ = а, переменное АР=х, остаток 
скорости шара С, т. е. скорость, которую он 
приобретает, достигнув Р’— идя ли к основанию 
или же возвращаясь, — равна о. Тогда сила или со- 


1 
противление воздуха будет == -., и, следовательно, 


в согласии с тем, что я изложу в главе ХШ, где 
будет дан общий метод определения скоростей 
тел, движущихся против сил сопротивления, — 


52 


4х 
элемент скорости (0 будет = . 
Поэтому 
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Следовательно, 


1 и = | 
299 — Хх, 


где через |х я обозначаю логарифм от х. 
В случае, когда х становится -= а, мы будем 


иметь 
1 


5 9% = 1а. 

Таким образом квадрат скорости в точке А 
относится к квадрату скорости в точке Ё, как 
логарифм АЁ относится к логарифму АЕ. Ско- 
рости же будут пропорциональны квадратному 
корчю из логарифма расстояния шара С до осно- 
вания АБ. 

Нужно заметить, что точка е является край- 
ней точкой, до которой может дойти шар, и где 
скорость шара уменьшается до нуля; поэтому 
линия Де должна быть принята за единицу для 
того, чтобы ее логарифм был =0. 

9. В предыдущих выкладках не учитывалась 
сила внешнего воздуха, который действует на 
перегородку ОЕ. Но если учесть и эту силу, то 
скорости можно будет определить тем же спосо- 
бом. Для этого нужно лишь вычесть из силы 
сжатого воздуха силу, с которой внешний воздух 
прижимает шар или перегородку к основанию АВ, 
и рассматривать остаток, как силу, которая замед- 
ляет или ускоряет скорость шара. 

Вычисление в данном случае таково. 


Зак. 18%. Бернулли. У 
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Пусть упругость воздуха, содержащегося в ци- 
линдре АВЛЕ, длина которого есть АЁ, равна 
упругости внешнего воздуха; на перегородку РЕ 
будет одинаково давить как внешний воздух, 


.. 1 
так и внутренний. Но так как я через — выразил 


силу воздуха, сжатого в цилгидре, длина кото- 
рого равна АР, то сила воздуха, содержащегося 
в пространстве АВШЕ, равная силе внешнего 


1 
воздуха, который давит шар к АВ, будет =, 
так как отношение этих двух сил обратно отно- 
шению АРк АЁ. Сила, которая замедляет или 
ускоряет, выразится через 


1 1 _а-х 


: —_ 


х а ах ' 


откуда мы получим предыдущим способом: 
--х) 4. 
(а--х) х о, 


ахо 


ИЛИ 


оди—= 4х 4х ах 
ах х а 


и, следовательно, 
т ви = |х— > 
2 — а‘ 


Отсюда я заключаю, что квадрат скорости 
в каждой точке ЁР’равен логарифму АР, умень- 
шенному на часть, всегда подобную АР, и что 


х 
точка е, в которой |‹ становится =-—, есть гра- 
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ница, где кончается скорость шара и где начи- 
нается его движение в противоположную сто- 
рону к ММ. 

10. Здесь было бы уместно, если бы позво- 
лила тема, высказать некоторые соображения 
о правильной длине, которую нужно придавать 
артиллерийским орудиям и стволам мушкетов 
для того, чтобы они возможно дальше выбрасы- 
вали ядро или пулю. Я ограничусь здесь лишь 
указанием того, что наиболее легко понятно. 

Опыт показывает, что порох в своих порах 
заключает чрезвычайно сжатый воздух, плотность 
которого, а следовательно, и упругость, больше 
чем в сто раз превосходит плотность и упругость 
обыкновенного воздухаб!. Сгонь, приложенный 
к пороху, открывает со всех сторон маленькие 
оболочки, содержащие этот воздух, и этот послед- 
ний, быстро выходя, соединяется в одну массу и 
расширяется со стремительностью, еще более 
возрастающей благодаря теплу, которое, как 
известно, сильно увеличивает стремление воздуха 
к расширению. От этого внезапного и. очень 
сильного расширения и зависят те удивительные 
действия, которые наблюдаются в зажженном 
порохе. 

Применим это к заряженной пушке. Лишь 
только порох воспламенился, воздух резко рас- 
ширяется, и толкаемое им ядро начинает дви- 
гаться с чрезвычайно большим ускорением, кото- 


Г 5$ 
®/ 
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рое никогда бы и не окончилось, как бы орудие 
ни было длинно, если бы внешний воздух не 
противодействовал движению ядра. И орудие 
могло бы быть не слишком длинным, если бы 
принималось во внимание только расширение 
внутреннего воздуха, который, стремясь непре- 
рывно все более и более расширяться, будет все 
время ускорять движение ядра. Но так как внеш- 
ний воздух также давит со своей стороны с по- 
стоянной силой и препятствует движению ядра, 
стремясь вернуть его ко дну орудия, то очевидно, 
что, уравновешивая часть силы внутреннего воз- 
духа, он делает эту часть бесполезной, вследствие 
чего ядру будет сообщаться ускорение лишь из- 
бытком внутренней силы над силой внешнего 
воздуха. Это ускорение прекратится и даже 
выродится в движение замедленное, когда внут- 
ренний воздух достигнет той степени плотности, 
которая равна плотности внешнего воздуха. В этот 
момент скорость ядра наибольшая, и длина 
орудия должна простираться до этого положения 
для ТОГО, ЧТОбы ядро при выходе из канала 
имело наибольшую возможную скорость. 

11. То, что мы только что сказали, подтвер- 
ждается предыдущим уравнением, определяющим 
скорость: 

(ах ах _ 4о 


ахо 


Так как по методу максимумов нужно положить 
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диференциал скорости 4о==нулю, то будем 


еть: 
иметь 94 | 


ах } 


1 1 
что дает х==а или- = -.. 
Отсюда видно, что упругость внутреннего воз- 
духа, выражающаяся через. должнабыть равна 
9 


1 
=, что обозначает упру гость внешнего, т. е. 


естественного, воздуха. 

Предположим, что воздух, заключенный в за- 
ряде пороха, в момент выхода воздуха из пороха, 
заполняя все то пространство, которое занимал 
до этого порох, в сто раз более плотен, чем 
обыкновенный воздух. В таком случае получается 
вывод, что пушка должна быть не менее, чем 
в сто раз больше, чем это пространство, — если 
не учитывать некоторых побочных обстоятельств, 
на которые мы в предшествующем рассуждении 
не обращали внимания. Таково например трение 
ядра; кроме того, сила взрыва выбрасывает из 
пушки часть пороха до того, как порох воспла- 
менится; далее, сам расширившийся воздух рас- 
сеивается бесполезно через запал и улетучивается 
через зазоры в стволе орудия; наконец, толщина 
ядра и т. д. — все эти обстоятельства значительно 
уменьшают силу пороха и препятствуют тому, 
чтобы не придавать стволу излишней длины про- 
тив указанной вычислением, 
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Я совсем здесь не вхожу в рассмотрение 
многих других обстоятельств, которые не позво- 
ляют делать орудия столь длинными, какими они 
должны бы быть на основании учета этой силы 
пороха, действующей на ядро. 

12. Скажем одно слово относительно пищали. 

Легко видеть на основании того, что я объяс- 
нил, что длина ее ствола, измеряемая от места, 
где кладется пуля, до его жерла, будет наиболее 
выгодной, если отношение всего объема ствола 
к пространству, в котором заключен сжатый воз- 
дух, будет равно отношению плотности этого 
воздуха к плотности обычного воздуха, умень- 
шенному на единицу. Если мы положим, что 
плотность этого заключенного воздуха в десять 
раз больше плотности воздуха в его естествен- 
ном состоянии, — это наибольщее сжатие, кото- 
рого достигли до сих пор, —то ствол должен 
иметь объем, в девять раз больший, чем сжатый 
насосом воздух, — для того, чтобы уплотненный 
воздух после расширения пришел к той же плот- 
ности, что и внешний воздух, и чтобы таким 
образом пуля приобрела наибольшую скорость. 

13. Большая длина, которую обыкновенно 
придают выдувным трубкам, есть доказательство 
только что сказанного. Всякий знает, что это 
суть длинные деревянные трубы, служащие для 
выдувания глиняных шариков. Определение их 
длины зависит от количества воздуха, которое 
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может вдунуть за раз пользующийся ими. Это 
можно определить с достаточной точностью 
следующим образом: возьмите смоченный и 
сплюснутый пузырь и к отверстию его приделайте 
маленькую трубочку с таким же отверстием, как 
иу выдувной трубки; вдуньте сильно один раз 
в этот пузырь весь воздух, который можете вду- 
нуть, и, сжав затем шейку пузыря, соберите весь 
воздух в пузырь, не сжимая его дальше. Если 
объем этого воздуха, равного по плотности внеш- 
нему воэдуху, привести к объему цилиндра с осно- 
ванием, равным устью выдувной трубы 55, то длина 
этого цилиндра и определит ее длину. Нужно 
только все время помнить, что я вовсе не учи- 
тываю трение шарика и другие препятствия, 
которые могут уменьшить действие воздуха при 
его расширении. 


Глава Ш 


ЧТО ТАКОЕ ВИРТУАЛЬНАЯ СКОРОСТЬ. ПРИНЦИП 

РАВНОВЕСИЯ В ПРИМЕНЕНИИ К ПРОИЗВОДСТВУ 

ДВИЖЕНИЯ ПРИ ПОМОЩИ ВКЛЮЧЕНИЯ ПРУЖИНЫ 
МЕЖДУ ДВУМЯ ПОКОЯЩИМИСЯ ТЕЛАМИ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ | 


1. Виртуальной скоростью я называю ту ско- 
рость, которую приобретают две или несколько 
сил, находящихся в равновесии, когда им сооб- 
щают небольшое движение. Или, если эти силы 
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уже находятся в движении, то виртуальная ско- 
рость есть элемент скорости, на который увели- 
чивается или уменьшается скорость каждого тела, 
за бесконечно малое время, если считать напра- 
вление этого элемента совпадающим с напра- 
влением скорости. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ [| 


Фивая сила есть та сила, которая пребы- 
вает в равномерно движущемся теле. Наоборот, 
мертвая сила —-та, которую получает тело без 
движения, если оно побуждается и принуждается 
к движению, или же, которая побуждает двигаться 
быстрее или медленнее, если тело уже находится 
в движении. 


ПоложенноЕ в ОСНОВАНИЕ ПРЕДЛОЖЕНИЕ | 


2. Два фа‹тора находятся в равновесии, 
т. е. имеют равные моменты, когда их абсо- 
лютные силы находятся в обратном отноше- 
нии к своим виртуальным скоростям, — безраз- 
лично, находятся ли действующие одна на 
друцю силы в движении или в покое. 

Это — обычный принцип статики и механики, 
почему я и не буду останавливаться на его 
доказательстве 56. Я предпочитаю применить его 
для выяснения способа, при помощи которого 
производится движение силой давления, действую- 
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шего без перерывов и без какого бы то ни было 
препятствия, если не считать инерции тела. 

3. Предположим даны два покоящихся тела Ди 
В (рис. 6), между которыми находится сжатая пру- 
жина С. Эта пружина, начиная спускаться, произ- 
водит одинаковое в ту и другую сторону усилие, 
чтобы удалить тела А и В друг от друга. Оче- 
видно, что каждое из этих тел вследствие своей 


с 
УАААААААЛАМ ДАЛ МД 9$ ое к в) 


Рис. 6. 


инерции будет противопоставлять пружине сопро- 
тивление, пропорциональное массе. Следова- 
тельно, так как, согласно принятому в механике 
принципу, два противоположные усилия пружины 
оавны между собой, то необходимо, чтобы сила 
инерции, заключенная в А, так относилась к силе 
инерции, заключенной в В, т. е. чтобы масса А 
так относилась к массе В°', как виртуальная 
скорость тела В относится к виртуальной ско- 
рости тела А. А так как это явление продол- 
жается все время, т. е. пружина, расширяясь, все 
время увеличивает скорости этих тел, то ясно, 
что их ускорения все время обратно пропорцио- 
нальны массам А и. В. Вследствие этого и ско- 
рости, приобретенные с той и другой стороны 
в ОДНО и ТО же время, которые суть не что иное, 
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как суммы виртуальных скоростей, произведенных 
последовательно усилием пружины, находятся 
также в том же отношении. Я хочу сказать, что 
скорость В так относится к скорости А, как А 
относится к В. 

Отсюда следует, что если пружина С будет 
окончательно спущена или задержана каким-либо 
препятствием, которое препятствует полному 
спуску пружины, то оба тела Ди В будут про- 
должать двигаться с последними скоростями, 
приобретенными вследствие последовательного 
натиска пружины. 


СЛЕДСТВИЕ |5“ 


4. Легко видеть, что общий центр тяжести С 
двух тел 4 и В остается все время в покое как 
тогда, когда пружина находится в действии, так 
и после полного отделения тел от пружины. 

Чтобы убедиться в этом, стоит лишь разделить 
точкой С длину пружины до ее спускания так, 
чтобы 

АС _ В 

ВС А` 
Из того, что было сказано, явствует, что так 
как тела Ди В после спуска пружины достигнут 
в определенное время мест а и 6, то мы будем 
иметь 


СЬ _ А 


Са В’ 
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Следовательно, точка С будет общим центром 
тяжести тел А и В, когда они перенесены 
ваиф. 


СлЕДСТВИЕ ПШ 


5. Пусть после полного отделения тел от пру- 
жины постоянная скорость тела А=а, а ско- 
рость тела В =. Мы будем иметь: 


и, вследствие этого, 


аА = 56В. 


Отсюда следует, что количества движения, 
которые суть не что иное, как произведения 
массы на скорость, равны как с той, так и 
с другой стороны. 


СлЕдСТвВИЕ Ш 


6. Так как часть пружины, заключенная между 
С и В, спускаясь, употребляется исключительно 
для движения тела В, а часть пружины, заклю- 
ченная между С и А, употребляется для движе- 
ния тела А, то, очевидно, живая сила тела В, 
представляющая собой полный результат дей- 
ствия части СВ пружины, относится к живой 
силе тела 2, представляющей собою полный ре: 
зультат действия другой части СА пружины, как 
длина СВ относится к длине СА, т. е. (п. 3) как 
скорость тела В к скорости тела 5“. 
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Таким образом, хотя два количества движе- 
ния этих двух тел равны между собой (п. 5), 
однако отсюда вовсе не следует, что величины 
их живых сил также равны между собою. Наоборот, 
они находятся между собою в отношении произ- 
ведений масс этих тел на квадраты их скоро- 
стей, и это я доказываю следующим образом. 

Пусль / — живая сила тела А, а Р— живая 
сила тела В; тогда мы будем иметь 


Л 


 _ ахаА _аоА ‘' 
Е _- 


а 
Ь? что по предыд. следств. —- СВ — ЕВ , 


и, следовательно, они находятся друг к другу 
в сложном отношении ЛА к В иаа к 65. Но эта 
истина будет доказана более обще впоследствии, 
где мы будем иметь случай исследовать этот 
вопрос со всей глубиной. 

7. Предположим теперь, что два тела, достиг- 
шие мест аи 6, возвращаются со своими приоб- 
ретенными скоростями к спущенной пружине. 
Легко видеть (гл. Ц, п.2), что они будут иметь 
в точности столько же силы, сколько нужно, 
чтобы сжать пружину и вернуть ее к ее перво- 
начальному состоянию сжатия, — в то время как 
центр тяжести С будет оставаться все время 
неподвижным, как и прежде. Легко видеть также, 
что, если пружина снова начнет спускаться, она 
оттолкнет тела Аи В так же, как и в первый 
раз. 
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Отсюда видно, что пружина употребляет 
в точности столько же времени на спуск, сколько 
ей нужно, чтобы быть снова сжатой ударом тел 
после их возвращения. 

Так как центр С остается неподвижным, то 
он как бы заменяет непоколебимую плоскость 
или же неподвижную точку, на которую как будто 
бы опирается с одной стороны пружина СА и 
с другой стороны — пружина СВ. В этом случае 
со скоростями тел Аи В, с которыми они уда- 
ряют о пружины, будет то же самое, что было 
указано в приведенном пункте. 

8. Отсюда следует также, что относительная 
скорость, с которой тела приближаются друг 
к другу, прежде чем достигнуть пружины, равна 
относительной скорости, с которой они уда- 
ляются одна от другой после того, как они по- 
кинули пружину. 

9. Пружине АВ можно придать произвольно 
большую или малую протяженность, именно та- 
кую, какая нужна для данного случая. Поэтому 
ее можно предположить столь малой, что когда 
тела А и В при их сближении натянут пружину, 
то их можно считать прикасающимися друг 
к другу в точке С. И так как совершенно без- 
различен вид пружины, то можно обойтись и 
совсем без нее, заменив ее двумя совершенно 
упругими телами 4 и В, которые в предыдущем 
рассуждении предполагались лишенными есте- 
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ственной упругости. Таким образом легко можно 
понять, что эффект, который получится от удара 
этих двух тел, должен быть таким же, как и 
прежде, так как собственные пружинистости этих 
двух тел, сливающиеся во время их встречи 
в одну общую пружину, возмещают отсутствие 
внешней пружины. 

Отсюда можно сделать заключение об истин- 
ности следующей теоремы. 


"ТЕОРЕМА 


10. Если два совершенно упрузих тела, конеч- 
ной или бесконечной тугости, встречаются 
прямо, двизаясь друз против друга со скоро- 
стями, обратно пропорциональными их массам, 
то я утверждаю, что ТГ) после удара каждое из 
них будет двтаться в противоположную сто- 
рону с первоначальной скоростью и вследствие 
этого также со своим первоначальным количе- 
ством движения, 2) их относительная скорость 
будет одна и та же как до, так и после удара, 
и, наконец, 3) их общий центр тяжести оста- 
несется неподвижным после удара, как он был 
неподвижен прежде, чем тела ударились друг 
о друза. 

11. Законы передачи движения вытекают как 
следствия из теоремы, которую мы только что 
новым способом установили. Это я покажу ниже, 
но предварительно пусть мне будет позволено 
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привести следующее основное предложение, кото- 
рое никто не оспаривает. 


ПоложнногевосновлнигкпредлхюеженНИЕ И 


12. Если два или несколько тел, движушихся 
на плоскости или в пространстве, встречаются 
и задевают друг друга каким узюдно образом, 
то относительные их движения, которые про- 
изойдут вследствие их удара, будут одни и 
те же, будет ли плоскость (или пространство}, 
в которой находятся тела, неподвижна или же 
она будет двизаться равномерным движением 
и по одному определенному направлению. 

В самом деле, сила удара, т. е. действие тел 
друг на друга, зависит исключительно от их 
относительных скоростей; но очевидно, что отно- 
сительные скорости тел до удара не изменятся, 
будет ли плоскость или пространство, их содер- 
жащее, без движения, или же она будет двигаться 
равномерно по некоторому данному направлению. 
По этой же причине и после удара относитель- 
ные скорости будут одни и те же. 


СЛЕДСТВИЕ 


13. Из этого следует, что если эта плоскость 
или это пространство находится в покое так же, 
как и общий центр тяжести движущихся тел, а 
затем эта плоскость или это пространство вдруг 
начинает двигаться равномерно в некотором дан- 
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ном направлении, то центр тяжести этих тел 
будет двигаться по тому же направлению и с той 
же скоростью, что и плоскость. 


Глава [/ 


ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЩЕГО ПРАВИЛА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДВИЖЕНИЯ 


ЗАДАЧА 


1. Два тела совершенной туюсти А и В 
движутся в одну сторону по прямой линии. 
Пусть тело В движется впереди со скоростью 
6, а тело А следует за ним со скоростью а, 
большей скорости В, так что оно дозоняет езо 
в каком-либо месте данной линии. Спраши- 
вается, каковы будут скорости обоих этих 
тел после удара? 

2. Чтобы решить эту задачу, включающую 
в себя все частные случаи, нужно лишь предпо- 
ложить, что движение этих обоих тел совершается 
на плоскости, которая сама движется равномерным 
движением в противоположную сторону со ско- 
ростью, равной скорости общего центра тяжести 
тел Аи В. Таким образом этот центр вовсе не 
будет иметь скорости относительно предметов, 
покоящихся вне этой плоскости, и вследствие 
этого тела Аи В будут подходить к случаю 
общей теоремы (гл. Ш, п. 10). Я хочу сказать, 
что их массы будут обратно пропорциональны 
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скоростям. Каждое из них будет оттолкнуто 
после удара с той же скоростью, которую оно 
имело до удара. 

Вот легкий способ решения этой задачи при 
помощи вычислений. 

3. Скорости аи 65, направленные в одну сто- 
рону на плоскости, умножим на массы Аи Ви 
сумму произведений разделим на сумму масс. 
Тогда, согласно принципам механики, в частном 
мы получим скорость общего центра тяжести на 
той же плоскости. Эта скорость будет равна 


аА - 5В. 
А+В 


Предположим теперь, что с этой скоростью 
плоскость движется назад. Очевидно, что отно- 
сительно покоящихся предметов вне плоскости 
скорость тела А будет равна 


аА -- БВ аВ — БВ 
АТВ ^ АВ 


и направлена вперед; скорость же тела В будет 
равна 


и направлена назад. Но 


ав —ЪВ, аль 


Отсюда видно, что скорости, с которыми 


Зак. 1899. Бернулли. 6 
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тела встречаются, прямо идя одно против дру- 
гого, обратно пропорциональны массам. 

После удара тела будут отделяться одно от 
другого в согласии с теоремой (гл. Ш, п. 10), 
каждое со своей первоначальной скоростью. Та- 
ким образом тело А вернется назад со скоростью 


аВ --5В 
А-В 


? 


а тело В пойдет вперед сс скоростью 
ад — ВА. 
А-В 
Пусть теперь плоскость покоится с самого 
начала, т. е., что то же самое, дадим каждому 
телу общую скорость 


аА -Е 5В 
А+В 


вперед, которую по прежнему предположению 
у них мы отняли, придав ту же скорость пло- 
скости назад. Тогда тело АД будет иметь после 
удара скорость 

А-В 

А-+В 
вперед плюс скорость 


авВ —5В 
А-В 


назад. Но на языке алгебры положительная ско- 
рость назад есть отрицательная скорость вперед. 
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Поэтому скорость тела А вперед после удара 
будет равна 
аА |-ЬВ аВ—6В аА—аВ-+25В 


зольаинииотииньяиииьныь — дыль-лыь —— ЧЕррымтииитнтчаь и 


А+В А+В — АВ — 


а скорость вперед тела В будет 


аА -6В ‚ аА—ЬА _2аА —БА -ЬВ. 
А-В ' АЧВ — А-+В 


Ч. и Т. Н®. 


Примечание 


4. Нужно заметить три различных случая, 
могущие произойти с телом А после удара, так 
как 

аА - -аВ + 26В 


может быть положительно, отрицательно или 
равно нулю, смотря по тому 


аА--25В >, < или —=аВ. 


В первом случае тело А будет продолжать 
свой путь, во втором случае оно будет двигаться 
обратно и в третьем оно остановится. 

5. Это правило является общим для всех тел, 
которые до удара движутся в одну и ту же сто- 
рону, но из него легко ‘получить и другое пра- 
вило, пригодное для всех тел, двигающихся до 
удара в противоположные стороны. Для этого 
нужно лишь предположить, что В, т. е. скорость 


0* 
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вперед тела В, отрицательна. В самом деле, 
знающему немного алгебру легко понять, что 
двигаться отрицательно вперед, это значит 
двигаться положительно назад. И если изменить 
в предыдущей формуле знаки, стоящие перед 
буквой 6, то получится выражение для ско- 
ростей, которые будут иметь после удара те- 
ла Д и В, встречающиеся прямо с противопо- 
ложными скоростями аи. Таким образом будем 
иметь скорость тела А равной 
аА—аВ — 258 
А-+В 
и скорость тела В равной 


2аА-- БА —ЬВ 
АТВ _ 


беря их обе вперед, т. е. по тому направлению, 
которое имело тело А перед ударом. И если 
одно или другое из этих выражений или же оба 
будут со знаком минус, то это будет пока- 
зывать, что одно из них или оба соответствуют 
направлению, противоположному тому, которое 
имело тело 4 перед ударом. 


СЛЕДСТВИЕ 1 
6. Из теоремы гл. Ш, п. 10 и из следствия 
п. 13 вытекает, что относительная скорость 
двух тел А и В остается та же до и после 
удара, двигаются ли они в одну сторону, или же 
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двигаются в противоположные стороны. Наши 
две общие формулы подтверждают это положе- 
ние. 

В самом деле, 1° если до удара их движение 
направлено в одну сторону, то их относительная 
скорость есть а— 6. После же удара скорость 
тела В равна 
2аА —6А + ЬВ 
— АВ’ 


а скорость тела Д равна 


аА —аВ +258 
А-В 


Вычитая второе выражение, как меньшее 
(вперед), из первого, как большего (вперед), мы 
получим 


аА-- ав —ьА— В _ 
АВ =а-—ф. 


2°. Если до удара тела Аи В имеют проти- 
воположные скорости, то их относительная ско- 
рость будет равна а-|-6, а разность между 


аА —аВ— 258 2аА + БА—ЬВ 
А-В А+В ' 
выражающими скорости вперед тел Ди В после 
удара, дает также 
аА {- ав БА - 6В _ 
АТВ 'а1Ь 


86 РАССУЖДЕНИЕ О ЗАКОНАХ ПЕРЕДАЧИ ДВИЖЕНИЯ 


СлЕДСТВИЕ П 


7. Движение общего центра тяжести тел А 
и В не изменяется вследствие удара ни по на- 
правлению, ни по скорости. Это было показано 
путем предположения движения плоскости, на 
которой эти два тела движутся, и это же ясно 
показывают наши формулы. 

В самом деле, в случае, когда Аи В дви- 
жутся оба вперед, мы доказали (п.3), что ско- 


рость их общего центра тяжести равна 
аА- 68, 
АВ 
Умножая скорости после удара на массы и 
деля сумму произведений на сумму масс, мы 
получим 
аАА -- аАВ № БАВ-: БВВ _аАЬВ. 
АА--2АВ- ВВ — АтВ 
В другом случае, когда А и В движутся 
в противоположные стороны, их общий центр 
тяжести будет иметь скорость 


ад —5В. 
АВ” 
скорости же после удара равны 
аА — аВ — В 
А+В 
и 
214 + А — В 


А-+В ’ 
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обе вперед. Умножив их на массы и затем разде- 
лив сумму произведений на сумму масс, мы по- 
лучим. 


аАА -- аАВ — БАВ —5ВВ _ аА —6В 
АА2АВ-+-ВВ — А-В 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


8. Произведение скорости общего центра тя- 
жести на сумму масс я называю количеством 
направления ®. 


ТЕОРЕМА 


9. Количество направления постоянно как 
до удара, так и после удара. 

Это количество всегда равно 

ЕР Х (А-- В) =аА = ЬВ. 

Верхний знак (положительный) означает, что 
оба тела движутся в одну и ту же сторону, 
а нижний знак (отрицательный) означает, что 
тела движутся в противоположные стороны. 

Отсюда видно, что количество направления 
не всегда сохраняется, как это обычно себе 
представляют. И действительно, это количество 
сохраняется лишь в двух случаях: 1°. когда тела 
движутся в одну сторону до и после удара, и 
2”. когда количество направления равно нулю, 
т. е. когда общий центр тяжести неподвижен, — 
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тогда каждое из тел отражается со своей перво- 
начальной скоростью. 

10. Так как наш метод привел нас непосред- 
ственно к общему правилу, то было бы потерей 
времени прилагать это правило ко всем частным 
случаям, которые были обязаны разрешать авторы, 
чтобы иметь возможность получить это правило. 
Это тем более не нужно, что это сможет выпол- 
нить даже очень мало знакомый с геометрией, — 
так как остается лишь подставить в наши общие 
формулы значения в согласии с условиями того 
случая, который задается. 

Я ограничусь лишь тем, что приведу несколько 
примеров. 

11. Пусть дватела А и В по предположению 
равны между собой; скорость первого == а, ско- 
рость же второго =6; спращивается, что должно 
произойти после удара. 

Подставьте Д везде вместо Ви вы увидите, 
что первая формула: 


аА — аВ -- 2ЪВ 


`АЖВ 
становится равной 


аА — аА + 26 А = 28А 
А-+А — 2АП 


2аА —5А--ЬВ _ 2аА —БА-ЬА — 24А а 
А-+В — А--А А 
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Так же будет найдено, что во второй формуле 
получится 


аА — аВ — В аА —аА —2ЪА _ _26А _ Ь 
АВ А+А ЗА 


2аА - БА—6В 2аА БАБА _2аА 


АВ ОМАА АС“ 
так что тела будут всегда обмениваться скоро- 
стями, движутся ли они в одну сторону или же 
в противоположные. Я хочу сказать, что после 
удара тело А примет скорость тела В, и тело 
В — скорость тела 4, в соответствии с правилами, 
данными уже различными авторами. 

12. Пусть тела А и Вне равны, имея между 
собой какое-либо отношение, и пусть тело В на- 
ходится в покое. Спрашивается, какую по вели- 
чине скорость будет иметь каждое из этих тел 
после удара’ Принимая в обеих формулах 5 = 0, 
мы получим, что скорость тела 4 будет равна 

аА — аВ 
А-В 


и скорость тела В равна 
_2аА_ 
А-В` 
13. Если сначала предположить В в покое, а А 
в движении с данной скоростью с, а затем пред- 
положить  впокое, а В в движении с той же 
скоростью, и если желательно узнать отношение 
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скорости, сообщенной телу В в первом предпо- 
ложении, к скорости, сообщенной телу А во вто- 
ром предположении, то мы определим, аналогично 
предыдущему пункту, что скорость тела В равна 


2<А 
А-В’ 
скорость же тела А равна 
В . 
А-В’ 
отношение этих скоростей 
2А 2сВ 
А-В ‘дв=А:В: 


Следовательно, эти скорости находятся в отно- 
шении масс, что доказал Гюйгенс в своем сочи- 
нении „Пе шо{и согрогит ех регсиз1опе“, Ргор. 10. 

14. Попутно можно заметить, что, как бы 
велико ни было движущееся тело и как бы мало 
ни было покоящееся тело, скорость, ко- 
торую последнее получит в результате удара, 
всегда будет меньше, чем удвоенная скорость 
ударяющего тела. В самом деле, легко видеть, что 

2сА 
А+В 


Однако, если бы А было бесконечно или 


< с. 


2с А 
несравнимо больше, чем В, тогда величину р 
можно было бы принять за 


22А 2 2 
АО А > =°° 
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Следовательно, в этом случае скорость, кото- 
рую приобретет тело В, будет действительно 
в два раза больше той скорости, которую тело 
А имело до удара. 

Таким образом 2с есть граница, к которой 
приближаются по мере увеличения до бесконеч- 
ности тела А или по мере уменьшения до бес- 
конечности тела ВР. 

15. Все остальные предложения, доказанные 
Гюйгенсом его способом в сочинении, о котором 
мы только что говорили, легко вытекают из на- 
шей общей формулы. Я впрочем указываю на 
одну ошибку, которую допустил Гюйгенс на по- 
следней странице, где у него говорится: 

„1 согр ога сецит ех ог@те 4ешиг ат ргорог- 
попе ира, теёр1аче тоёиз а тахипо. шуелйиг 
заЬЧисю са|сШо а ргаесерит гезшае Ргороз- 
Нопе попа НаИае, зе4 ш сотреп4шт гедас- 
{ае, сеегйаз пипит! а с@егцайет дича тоуе- 
Бабиг шахипит ргохипе еа диае 14760000 000 
а |“. 

(„Если дано сто тел, относящихся друг 
к другу по порядку, как 1 к 2 последовательно, 
и движение начинается с самого большого тела, 
то при помощи вычисления согласно предписанию 
правила, изложенного в Предложении [Х, но до- 
веденного до сокращенного прнема, оказывается, 
что скорость наименьшего тела будет относиться 
к скорости, с которой будет двигаться наиболь- 
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шее тело, приблизительно так, как 14760000000 
относится к 1%.) 

Я нашел при помощи логарифмов, которые 
и есть вероятно тот „сокращенный прием“, о ко- 
тором говорит Гюйгенс, что нужно было бы ска- 
зать „приблизительно так, как 2338 500 000 000 
относится к 1“. Так что истинная скорость этого 
тела в 150 слишком раз больше той, которую 
указывает этст автор. 

16. Случай, когда два тела встречаются наи- 
скось, вовсе не требует особого правила. Доста- 
точно для этого признать сложение движений, 
которое теперь всякий принимает без затрудне- 
ний. Если желательно знать, что происходит 
в результате удара двух тел, встречающихся 
по двум различным направлениям или ударяю- 
щихся не центрально, то нужно лишь разложить 
движение каждого из этих тел на два других 
движения, из коих одно имеет своим направле- 
нием общую касательную, проведенную через 
точку, в которой эти тела, предполагаемые сфе- 
рическими, встречаются друг с другом, а другое — 
направление, перпендикулярное первому. Послед- 
ние движения будут соответствовать прямому 
удару, рассмотренному в общем правиле, в то 
время как первые будут продолжаться и после 
удара без всякого изменения. На этих вновь 
полученных направлениях, как на сторонах, нужно 
будет только построить два новых параллело- 
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грамма, и их диагонали дадут направления и 
скорости тел после удара. 


Глава И 
О ЖИВОЙ СИЛЕ ДВИЖУЩИХСЯ ТЕЛ 


1.В настоящей главе я намереваюсь рассмотреть 
то, что в проблеме движения является наиболее 
важным. Я говорю о той силе тел, которую Л=йб- 
ниц назвал живо! силой, чтобы отличить ее от 
другой силы, которой он дал наименование мерт- 
вой силы. 

Я уже имел случай определить в начале этого 
сочинения (гл. 1]), что я понимаю под живой силой 
и под мертвой силой, а также определить попутно 
истинную меру живой силы. Моя задача теперь 
заключается в исчерпывающем объяснении при- 
роды и свойств этой силы, и я это делаю с тем 
большей охотой, что большое число философов, 
хотя и весьма просвещенных, смешивают эти 
две силы и даже не желают, чтобы им помогли 
выйти из их заблуждения. 

2. Мы видели в главе [|], что мертвая сила 
состоит лишь в простом усилииб3, и это усилие 
таково, что оно может существовать, хотя бы 
внешнее препятствие и вовсе мешало ему произ- 
вести местное движение в телах, на которые это 
усилие распространяется. Такова например сила 
тяжести. Весомое тело, поддерживаемое горизон- 
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тальным столом, производит непрерывное усилие, 
чтобы опуститься, —и оно действительно опу- 
стилось бы, если бы стол не противопоставлялему 
препятствие, удерживающее его; таким образом вес 
производит мертвую силу в телах, эффект кото- 
рой только мгновенный. В каждое мгновение вес 
сообщает телам, на которыеон действует, неко- 
торую бесконечно малую величину скорости, 
которая тотчас же поглощается сопротивлением 
препятствия. Эти маленькие величины скорости 
зарождаясь погибают и погибая возрождаются, и 
в этой постоянной обратимости, в этом кругово- 
роте возникновения и уничтожения и состоит 
усилие веса, когда он удерживается непреодоли- 
мым препятствием. 

Этому усилию мы и дали название мертвой 
силы. Что же касается препятствия, то оно вос- 
принимает это давление, сопротивляясь усилию 
веса с силой, всегда равной и противоположной той, 
с которой этот самый вес действует на препятствие. 

Мертвая сила имеет ту особенность, что она 
не производит никакого результата, который 
был бы более длителен, чем сама мертвая сила: 
лишь только мертвая сила прекращается, все 
прекращается вместе с ней, и результат ее 
никогда не переживает ее действия. Если бы 
весомое тело, поддерживаемое столом, потеряло 
вдруг свой вес, стол в то же мгновение перестал 
бы испытывать давление. 
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3. Совсем не так обстоит дело с живой силой. 
Природа ее совершенно отлична, она не может 
ни рождаться, ни исчезнуть в одно мгновение 
подобно мертвой силе. Нужно более или менее 
продолжительное время, чтобы произвести живую 
силу в теле, которое ее не имело; нужно также 
время, чтобы ее разрушить в теле, которое ее 
имеет. Живая сила непрерывно производится 
в теле, находившемся раньше в покое, когда 
приложенное к нему давление постепенно и поне- 
многу сообщает ему местное движение. Предпо- 
лагается, что никакое препятствие не мешает 
ему двигаться. Это движение приобретается беско- 
нечно малыми долями, достигая, наконец, конеч- 
ной и определенной скорости, которая остается 
постоянной и после того, как причина, привед- 
шая тело в движение, перестает на него действо- 
вать. Таким образом живая сила, произведенная 
в теле в течение некоторого конечного времени 
давлением, не удерживаемым никаким препят- 
ствием, есть нечто реальное; она эквивалентна 
той части причины, которая израсходовалась, 
производя ее, ибо всякая действующая причина 
должна быть равна своему действию, полностью 
выполненному. 

4. Тело, получающее эту силу, если оно не 
задерживается никаким препятствием, не оказы- 
вает никакого противодействия этой силе за ис- 
ключением того, которое зависит от его инерции, 
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всегда пропорциональной массе; таким образом 
малые доли движения, которые непрерывно сооб- 
щают этому телу давление, сохраняются в теле 
и накопляются до тех пор, пока не произведут 
местного движения. 

Можно было бы сравнить живую силу, произ- 
веденную непрерывным давлением, которому не 
мешает никакое препятствие, с поверхностью, 
описанной движением линии, или с телом, обра- 
зованным движением поверхности. Между про- 
стым давлением, т. е. мертвой силой, и живой 
силой не больше сходства, чем между линией 
и поверхностью с одной стороны и поверхностью 
ителом с другой стороны: это — разнородные ве- 
личины, совсем не допускающие сравнения. 

5. Какова бы ни была причина давления, 
производящего, наконец, движение, если только 
величина этой причины установлена, — я утвер- 
ждаю, что по мере того, как тело воспринимает 
новые доли силы, причина, их производящая, 
должна их в той же степени терять. Так и проис- 
ходит например с натянутой пружиной, которая 
при своем спуске тратит свою силу на произ- 
водство действительной скорости в теле, раньше 
ее не имевшем, и это продолжается до тех пор, 
пока вся сила пружины не будет истощена и 
не будет перенесена на тело, в котором она как бы 
собирается накоплением всех маленьких долей, 
производивщихся непрерывно. Именно эту силу, 
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переданную телу, приведенному в движение по- 
средством истощения давления пружины, и нужно 
называть собственно „живой силой“. Благодаря 
ей тело и переносится с одного места в другое 
с известной скоростью, большей или меньшей 
в соответствии с энергией пружины. 

6. Здесь можно указать еще на одну большую 
разницу, имеющуюся между живой силой и мерт- 
вой силой. Простое давление, т. е. мертвая сила, 
получающаяся вследствие усилия пружины, стре- 
мящейся спуститься и.наталкивающейся на непо- 
движное препятствие, нисколько не уменьшает 
силы пружины и тем более не уничтожает ее. 
Например воздух, сжатый в некотором вмести- 
лище, проявляет постоянное стремление к рас- 
ширению, ничего никогда не теряя в своей силе, 
ибо перегородки вместилища, не имея возможно- 
стей передвигаться, лишь сдерживают давление 
воздуха, не ослабляя его упругости. Когда же 
сила пружины дает телу движение, т. е. произво- 
дит живую силу, то эта сила тратится. Произ- 
водство самой малой доли живой силы требует 
потери, т. е. уничтожения равной доли силы 
пружины. Одно есть причина, другое — непо- 
средственный результат, от нее происходящий; 
причина же не может исчезнуть, вся или в ее 
частях, не выявившись в том действии, на произ- 
водство которого она была употреблена. 

7. Из этого я заключаю, что живая сила тела, 
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произведенная ослаблением той или иной пру- 
жины, способна снова сжать ее в точности до той 
степени силы, которую эта пружина имела раньше. 
Если предположить, что известная живая сила была 
полностью употреблена на сжатие двух, трех или 
нескольких равных между собой пружин, но более 
слабых, чем предыдущая, то я утверждаю, что 
первая пружина может произвести действие в два 
раза, в три раза или в несколько раз большее, чем 
одна из этих слабых пружин. Равенство между 
действием и производящей его причиной доказы- 
вает то, что мы только что изложили. 

8. В этом именно равенстве и состоит сохра- 
нение силы тел, находящихся в движении, так 
как очевидно, что ничтожная часть позитивной 
причины не может исчезнуть, не произведя вза- 
мен такого действия, при помощи которого эта 
потеря может быть восстановлена. 

9. В течение долгого времени держались убе- 
ждения, что количество движения, т. е. произве- 
дение массы тела на скорость, является мерой 
силы этого тела. Ошибочно полагали, что во все- 
ленной обязательно сохраняется всегда одно и 
то же количество движения. 

10. Происхождение этого заблуждения, как я 
уже намекал, происходит от того, что смешивали 
природу мертвых сил с природой живых сил: 
видя, что основной принцип статики требует, чтобы 
при равновесии сил 8: моменты находились вслож- 
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ном отношении абсолютных сил 88 и их виртуаль- 
ных скоростей, кое-кто распространил этот прин- 
цип значительно дальше того, чем это следовало бы 
делать, применяя его так же к силам тел, обла- 
дающих действительными скоростями. 

11. И только лет тридцать или сорок тому 
назад некоторые лица заметили, что эти две 
силы совершенно различной природы и не имеют 
большего отношения между собой, чем линия 
и поверхность, или чем поверхность и тело. Пер- 
вым, кто заметил, что эта сила вовсе не равна 
произведению массы на скорость, а что ее мерой 
является произведение массы на квадрат скоро- 
сти, был Лейбниц. 

12. Вследствие своей новизны это мнение 
встретило себе противников. Лейбниц свое утвер- 
ждение доказал, ссылаясь на полное согласие 
между его мнением и общепризнанным законом 
Галилея 0б ускорении падения весомых тел. 
С помощью этого закона Лейбниц доказал, что 
груз с двойной величиной скорости может под- 
няться в четыре раза выше, чем тело, обладаю- 
щее одинарной величиной скорости; с тройной 
величиной скорости — в девять раз выше; с чет- 
верной — в шестнадцать раз выше. Он доказал, что 
высоты, на которые весомые тела способны под- 
ниматься, всегда пропорциональны квадратам их 
скоростей. Он утверждал, что высота, на кото- 
рую может подняться тело, может быть принята 
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за меру силы этого тела, и отсюда он заключал, 
что живая сила тела пропорциональна массе, 
умноженной на квадрат ее скорости. 

13. Однако противяики Лейбница не приняли 
его положения относительно высот, являющихся, 
по его утверждению, мерой сил. Они отыскивали 
новые доводы и утверждали, между прочим, что 
нельзя пренебрегать временем, которое тело упо- 
требляет, чтобы пройти высоту, на которую оно 
поднимается. Что груз, например, который под- 
нимается с двойной скоростью на четверную 
высоту, должен считаться имеющим лишь двой- 
ную силу, так как он употребляет двойное время 
на подъем. Эти господа полагали, что они имеют 
основание поддерживать то мнение, что при 
оценке силы нужно обращать внимание не только 
на высоты, но также и на время. 

Будучи убежденными, что сила тел прямо 
пропорциональна высоте и обратно пропорцио- 
нальна времени, — они не подумали о том, что 
время в данном случае не имеет значения, так 
как легко заставить тяжелые тела подниматься 
на различные высоты в равные времена; для 
этого нужно только воспользоваться опрокинутой 
циклоидой, о которой известно, что все ее дуги, 
начинающиеся с самой нижней точки, изохронны, 
т. е. пробггаются в равные времена. 

14. Лейбниц на эти возражения ответил, но 
ему не удалось разубедить эти предубежденные 
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умы в их простоватом и ошибочном мнении 
о том, что сила движущихся тел равна якобы 
их количеству движения, т. е. пропорциональна 
произведению их масс на их скорости. Тщетно 
он доказывал своим противникам, что если бы 
мнение, которое они поддерживали, было спра- 
ведливо, то можно было бы выполнить чисто 
механическое вечное движение,  —что, по мнению 
Лейбница, совершенно невозможно; его против- 
ники предпочитали допустить возможность искус- 
ственного вечного движения, чем отбросить мне- 
ние, давно ими усвоенное, и последовать новому 
мнению, которое они рассматривали, как нечто 
вроде ереси в физике. 

15. В Англии незадолго до смерти Лейбница 
взгляд его был совершенно отвергнут, и о нем 
даже говорили с презрением. В сборнике писем 
Кларка и Лейбница, изданном подряд два раза 
с примечаниями, пытались поднять на смех мне- 
ние этого великого человека о значении живой 
силы; это не может не вызвать крайнего удивле- 
ния со стороны тех, которые признают истин- 
ность этого мнения. 

16. Правда, число их еще крайне мало и 
в остальной Ёвропе: я, может быть, был первым 
примерно двадцать восемь лет тому назад. Надо 
сказать, что доказательства Лейбница мне каза- 
лись недостаточно сильными, чтобы решиться 
принять его взгляд, ибо я признаюсь, что эти 
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доказательства, будучи непрямыми и не будучи 
извлеченными из существа вопроса, о котором 
идет речь, убедить меня не могли. Однако они 
дали мне случай над этим задуматься. И лишь 
после длительного и серьезного размышления я 
нашел, наконец, средство убедить самого себя 
при помощи прямых доказательств, стоящих 
выше всех возражений. Лейбниц, которому я их 
сообщил, был мне благодарен, —они послужили 
ему для привлечения последователей и привели 
кего взгляду некоторых из тех, которые раньше 
были втянуты в длительный спор с ним, так 
как не были полностью разубеждены его рассу- 
ждениями. 

17. Что касается меня, то я с удовольствием 
пользуюсь случаем сообщить о моих открытиях 
славным членам Королевской академии наук, и 
мне доставляет честь повергнуть мои познания 
на их суждение: это — судьи, равно просвещенные 
и проницательные, далекие от партийности и 
предубежденности, Грешение которых опреде- 
ляет исключительно одно правосудие. Я льшу 
себя надеждой, что они соблаговолят взять на 
себя труд рассмотреть внимательно то, что я 
имею честь им предложить по вопросу об истин- 
ном способе оценить величину силы движущихся 
тел. 

Этот вопрос щекотлив, и он требует внима- 
тельного рассмотрения тем более, что даже фило- 
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софы и математики с крупными именами впадали 
по поводу его в ошибку. 

Если этому рассуждению посчастливится по- 
нравиться моим судьям, то я добавлю к нему 
много полезных замечаний, которых за краткостью 
времени мне не удалось сообщить здесь. Вопрос 
плодотворный и богатый. Он заслуживает того, 
чтобы о нем был написан целый трактат. Пока 
же я ограничусь наиболее существенным. 


Глава ИТ 


В ЧЕМ СОСТОИТ ИЗМЕРЕНИЕ ЖИВЫХ СИЛ. СПОСОБ 
СРАВНИВАТЬ ИХ ДРУГ С ДРУГОМ 


1. Я буду продолжать пользоваться пружинами, 
как наиболее удобным средством для объяснения 
моих мыслей о получении движения и оего силе. 

Предположим для более ясного представле- 
ния, пружину определен- 
ного вида АСВ (рис. 7), С с 
две равные ветви ко- 
торой СА и СВ обра- 
зуют угол АСВ. Ясно, А В /а р 
что когда эта пру- Рис. 7. 
жина сжата, ветви СА 
и СВ создают непрерывное усилие, стре- 
мясь удалиться одна от другой, т. е. расши- 
рить отверстие АСВ. Вследствие этого, если 
одна из сил, удерживающих пружину в сжатом 
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состоянии, т. е. прижимающих одну ножку С.А 
к В, а другую ножку СВ к Л, вдруг исчезнет, 
то ножки этой пружины немедленно раскроются 
сами собой до того положения, при котором 
пружина потеряет всю силу, нужную для еще 
большего расширения. Пусть это состояние на- 
ступит при 90 градусах. Тогда пружина АСВ 
будет полностью расширена, когда угол в 30 гра- 


Рис. 8. 


дусов, который ножки образовывали в состоянии 
сжатия, достигнет величины прямого угла асф. 
Я не знаю, должен ли я предупредить, что, отвле- 
каясь от вещества пружины, ее веса и всех дру- 
гих качеств, я буду рассматривать здесь лишь 
определенную форму этой пружины и ее совер- 
шенную упругость, в силу которой пружина 
расширяется с бесконечной быстротой, если 
только никакое внешнее препятствие не мешает 
ее расширению. 

2. Представим себе две таких пружины, рав- 
ных во всем и одинаково сжатых (рис. 8), напри- 
мер до угла в 30 градусов, но пусть пружина 
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РЕГ опирается в ДО на неподвижную плоскость 
тп, а со стороны РГ—на активно» сопротивле- 
ние Р, которое в точности имеет столько силы, 
сколько нужно, чтобы воспрепятствовать пружине 
расширяться. Пружина же СММ, напротив, пусть 
будет заключена между двумя активными сопротн- 
влениями А и 5, обладающими необходимыми си- 
лами для того, чтобы воспрепятствовать расшире- 
нию этой пружины. 

Я предполагаю — и это мне кажется настолько 
очевидным, что нет нужды это доказывать, — 
что сопротивление Р подвергается такому же 
давлению со стороны пружины ДЕР, как и любое 
из сопротивлений Ю и 9 со стороны пружины 
ЕММ. В самом деле, пассивное сопротивление 
неподвижной плоскости тл противодействует 
сопротивленаю Р с такой же силой, как и актив- 
ное сопротивление А противодействует противо- 
положному ему сопротивлению 5, и наоборот. 
Это — необходимое следствие полного равенства, 
которое всегда существует между действием и 
противодействием. 

Отсюда вытекает следующее. Пусть имеется 
несколько одинаковых и одинаково натянутых 
пружин АСВ, ВЕД, ООЕ, ЕН (рис. 9), устано- 
вленных последовательно одна за другой, и пусть 
первая пружина АСВ опирается на неподвижную 
плоскость тп, вторая ВЕД упирается в первую 
АСВ, третья — во вторую и так далее до послед- 
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ней. Сила [, которая им противодействует и 
препятствует им спуститься, равна силе Р, кото- 
рая противодействует одной из таких пружин, 
натянутой так же, как и другие, и опирающейся 
в А на непоколебимую плоскость тп. 

_ З.В самом деле, согласно предыдущему пункту, 
первая пружина АСВ давит на вторую пружину 
ВЕД и обратно сда- 
вливается ею точно 
таким же образом, 
как она сдавлива- 
лась бы неподвижной 
плоскостью, если бы 
на месте первой пру- 
жины была эта пло- 
скость, на которую 
вторая пружина опи- 
ралась бы в В. На 
этом же основании и 
вторая пружина будет давить на третью пружину 
ОСЕ и будет ею сама сдавливаться точно так 
же, как если бы она была в действительности 
на месте второй пружины. И так можно сказать 
относительно всех других до последней пружины 
НН. Отсюда ясно, чго последняя пружина ЕР/Н 
действует на сопротивление [ так же, как если 
бы она непосредственно упиралась в неподвиж- 
ную точку А, или, что приводит к тому же са- 
мому, сила [, противодействующая некоторому 
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числу одинаковых пружин, одинаково натянутых 
и расположенных в одну прямую линию, из 
коих первая сдерживается неподвижной плоско- 
стью тл или же неподвижной точкой ДА, эта 
сила [. равна силе Р, противодействующей един- 
ственной из этих натянутых пружин и опираю- 
щейся на неподвижную точку (0. Ч. и Т. Д. 


СЛЕДСТВИЕ 


4. Если имеется несколько рядов, составленных 
из различного числа одинаковых и одинаково 
натянутых пружин, и если каждый из этих рядов 
упирается с одной стороны в неподвижную точку, 
а с другой стороны удерживается силой, мешаю- 
щей пружинам спуститься, то ясно, что эти силы 
будут равны между собой, и каждая из них будет 
равна силе, которая может удерживать натянутой 
одну из этих пружин. 

5. Возьмем теперь два ряда одинаковых и 
одинаково натянутых пружин. Пусть один ряд 
будет состоять из двенадцати пружин, а другой 
из трех (рис. 10). Один конец каждого из них 
упирается в неподвижные точки 441 и В, а другой 
удерживается шарами Г и Р, которые мешают 
им двигаться с силами Ю и 65. На основании 
предыдущего очевидно, что оба шара С и Р 
будут одинаково сжаты усилием, производимым 
пружинами, стремящимися спуститься. Вследствие 
этого мертвые силы этих шаров, которые суть 
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не что иное, как эти самые давления, будут 
также равны между собою. 

6. Теперь посмотрим, какую живую силу 
могут произвести эти давления, если их пустить 
в ход. Для этого представим себе, что силы А 
и 5 вдруг исчезают: ясно, что так как шары /. 


1234567 в 9юи? 


Рис. 10. 


и Р не оказывают теперь усилию пружин ника- 
кого сопротивления креме происходящего от их 
инерции, то эти шары вынуждены будут усту- 
пить, и в ускоренном движении, которое им 
будет сообщено пружинами, шар Г благодаря 
непрерывным усилиям двенадцати пружин прио- 
бретет больше скорости, чем равный ему шар Р, 
на который будут действовать непрерывные 
усилия трех пружин. Ибо если предположить, 
что точка Е будет задержана, то последние три 
пружины 10, 11, 12 сообщат шару Ё такое же 
ускорение, как и три пружины 1, 2, 3 шару Р. 
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Но очевидно, что, если точка Ё не задержана, 
то будут ослабляться не только последние три 
пружины 10, 11, 12, следующие за шаром Ё, но 
также и девять первых пружин, которые попутно 
оттолкнуг точку Ё. Отсюда следует, что три 
пружины, движущиеся впереди них, сообщат 
шару С ускорение большее, чем то, которое три 
пружины 1, 2, 3 сообщат шару Р. 

7. Не менее ясно также и то, что шар Ё 
првобретет большую скорость, чем шар Р, неза- 
висимо от того, — будут ли все эти пружины, 
составляющие два ряда, спущены полностью, 
или же они, будучи сдержаны каким-либо препят- 
ствием, которое их останавливает, спустятся 
лишь частично, но притом однородным образом, 
раскрываясь например так, что, если раньше 
каждая пружина образовывала угол в 30 граду- 
сов, то затем у каждой образуется угол в 60 
градусов. 

8. Согласившись с этим, можно ли сомне- 
ваться в том, что из двух равных тел большей 
силой будет обладать то, которое имеет большую 
скорость? Однако мы только что видели, что 
давления, т. е. мертвые силы, которые получат 
покоящиеся шары С и Р со стороны пружин до 
того, как эти пружины будут расширяться, равны 
между собой. Но мы видели и то, что эти самые 
шары, приведенные в движение теми же самыми 
пружинами, имеют неравные скорости. Стсюда 
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можно, кажется, уже заключить, что эти силы 
должны быть различной природы, и, вследствие 
этого, их смешивать неправильно, и неправильно 
утверждать, что, раз момент, т. е. энергия мерт- 
вых сил, пропорциональна произведению массы 
на ее виртуальную скорость, то и живые силы 
должны быть также пропорциональны произве- 
дениям масс на их действительные скорости. 

9. Недостаточно доказать, что живая сила 
шара Ё должна быть больше живой силы шара Р. 
Нетрудно показать, что шар Д. обладает в точ- 
ности в четыре раза большей живой силой, чем 
шар Р, —в каком бы отношении ни находились 
их массы. В самом деле, лишь только противо- 
действующие силы А и 5 будут отняты, то 
давления пружин, которые были уравновешены 
этими силами, тотчас же обратятся на шары Ё 
и Р, ипоследние начнут двигаться. Таким обра- 
зом каждая пружина будет спускаться, и так как 
ничто не может исчезнуть без компенсации, то 
сила каждой пружины должна быть непременно 
употреблена и должна произвести свое действие. 
Но на какое же действие она будет употреблена, 
как не на движение шаров? Движение каждого 
шара будет таково, что его живая сила будет 
в точности равна полному действию и всему 
тому, что могут этим шарам сообщить все пру- 
жины, взятые вместе. Каждая из этих пружин, 
одинаково расширяясь, например с 30 до 60 гра- 
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дусов, одинаково производит такую силу, и, 
следовательно, живые силы, произведенные в шяа- 
рах Си Р, будут пропорциональны числу пру- 
жин, производящих эги живые силы, — в данном 
случае пропорциональны 12 и 3, т. е. 4 и 1. Ч. 
и Т. Д. 

Глава ИИ 


ГЛАВА, В КОТОРОЙ ДОКАЗЫВАЕТСЯ, ЧТО ЖИВЫЕ 
СИЛЫ ТЕЛ ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫ ПРОИЗВЕДЕНИЮ 
ИХ МАСС И КВАДРАТОВ ИХ СКОРОСТЕИ 


1. Чго касается скоростей, приобретенных 
шарами, которые я предполагаю теперь обладаю- 
щими равными массами, то я утверждаю, что 


Рис. 11. 


эти скорости пропорциональны не числу пружин, 
которые их произвели, а квадратному корню из 
этого числа, а именно в данном примере они 
относятся, как 12 относится к УЗ, или как 
У4 кУь или, наконец, как 2 к 1. И вот дока- 
зательство. 

Я предполагаю, что две данные произвольные 
прямые линии АС и ВД (рис. 11) представляют 
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два ряда малых одинаковых и одинаково натя- 
нутых пружин; сверх того я предполагаю, что, 
когда эти пружины начинают расширяться, два 
одинаковых шара начинают двигаться от точек 
Сир кточкам Ри Г. Пусть СМЁ и ОМК будут 
две кривых, ординаты которых СМ и НМ выра- 
жают скорости, приобретенные в точках С и НД. 
Я ввожу обозначения: ВО —=а, абсцисса ОН == х, 
ее диференциал НР или МГ = ах, ордината 
НМ == 9, ее диференциал ГО = а. Затем абсциссы 
СС и СЕ кривой СЁМ я беру такими, чтобы 
они относились к абсциссам кривой ОМК так, 
как АС к ВО, т. е. другими словами, я получаю 


пропорцию 
Вр ОН ОР 


АСТ СС “СЕ `` 

Предположим теперь, что АС == па; тогда мы 
будем иметь СС =пх и СЕ=пах. Ордината 
СМ пусть будет =2. Предположив все это, я 
рассуждаю так. 

2. Пусть шары достигли точек С и НД, и 
каждая пружина как из тех, которые были сжаты 
в промежутке АС, так и из тех, которые были 
сжаты в промежутке ВД, будет расширяться 
одинаково, так как 

АС _ ВР 
СС ОН‘ 

Каждая из этих пружин потеряет с обеих 

сторон одну и ту же часть своей упругости, и 
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вследствие этого у каждой пружины ее останется 
поровну. Но (гл. У[, пп. Зи4) давления и мерт- 
вые силы, которые получают шары, также равны 
между собой: я обозначу это давление через р. 
Элементарное приращение скорости в Н, т. е. 
диференциал ГО или 4, согласно известному 
закону ускорения, пропорционально произведе- 
нию движущей силы, т. е. давления р, и малого 
времени, в течение которого тело проходит 
диференциал НР, т. е. 4х 1. Это время выра- 
жается через 


НР 4х. 
НМ” 
Следовательно, мы получим 
4 
49 —= ^^, 
$ 
откуда 
и4о = рах, 


что после интеграции дает 
1 
2 99 — [р Ах. 


На том же основании мы имеем 


па 
42 =рЖ- би =рх 9 х 
откуда 
2 42 = пр 4х. 
После интеграции: 
1 
-5 22 = п[р Ах, 


Зак. 1899. Бернулли. 8 
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откуда следует, что 


од [р 1 а В 


22 пр п п АС’ 

Но ВО так относится к АС, как живая сила, 
приобретенная в Я, относится к живой силе, 
приобретенной в С (гл. У1, п.9). Значит, две эти 
силы относятся друг к другу, как 99 к 22. 

Таким образом живые силы тел с равными 
массами относятся, как квадраты их скоростей, 
а скорости относятся, как квадратные корни из 
живых сил. Ч. и Т. Д. 


Следствие | 


3. Если тела неравны по массам, то ясно, что 
их живые силы относятся как произведения масс 
на квадраты скоростей. 


СледствиЕ ПЦ 


4. Если предположить, что прямые АС и ВО 
бесконечно длинны по сравнению с пройденными 
путями СС и ОН, то давление р будет постоянно 
по всему протяжению пути, который должно 
пройти тело. 

Действительно, если пружины АС и ВД рас- 
ширились до С и НД, иих расширения СС и ОН 
бесконечно малы по сравнению с прежней дли- 
ной пружин АВ и ВО, то очевидно, что каждая 
пружина теряет при своем расширении лишь 
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бесконечно малую часть своего усилия, и вслед- 
ствие этого давления р, получаемые шарами от 
этих усилий, будут равны и равномерны во всех 
точках линий СС и ОН. 


СлЕДСТВИЕ Ш 


5. Если предположить, что р постоянно, то | рах 


обратится в рх, и, следовательно, 


1 
2790 = рх 


1 
9 22 — п рх. 


Отсюда видно, что кривые скоростей СМР 
и ОМК суть параболы с одним и тем же пара- 
метром, равным 2р. 
В самом деле, параметр в С есть 
МС? 2прх 
Са ^ пх == 2р, 


а параметр в Д есть 


МН: __ 2рх __ 
РН хх = 2р. 


Следствие |\М 


6. Таким образом ускорение шаров в этом 
случае следует тому же закону, которому следуют 
падающие весомые тела, так как квадраты при- 
обретенных скоростей пропорциональны высотам, 


8= 
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проходимым весомыми телами при падении; и по- 
добно тому, как давление на шары постоянно по 
всей длине их пути, точно так же и вес есть 


величина постоянная, с какой бы высоты тело 
ни падало 48, 


СлЕДСТВИЕ \ 


7. Следовательно, падение и ускорение груза 
можно рассматривать, как будто они вызваны 
усилием упругой материи, простирающейся вер- 
тикально до бесконечности, давящей на тела 
сверху вниз и вынуждающей их спускаться по 
известному закону ускорения. Следовательно, 
к живым силам двух одинаковых грузов, падаю- 
щих с различных высот, можно применять то, 
что было доказано относительно живых сил двух 
шаров, а именно то, что они находятся в отно- 
шении АС к ВД, т. е. пропорциональны прой- 
денным путям, так как 

АС _ СС 
вр Он‘ 

Это доказывает, что различные высоты, кото- 
рые проходит груз или два одинаковых груза, 
пропорциональны приобретенным ими живым 
силам. 

8. Это доказательство оправдывает способ, 
которым Лейбниц измерял живые силы тел при 
помощи высот, на которые эти тела могут под- 
няться вследствие их скоростей. 
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Может быть, вам скажут, что величина весо- 
мости состоит не в давлении, которое тела, на- 
зываемые весомыми, получают от усилия упругой 
материи, простирающейся до бесконечности. Но 
это возражение было бы бесполезным. Я не 
стремлюсь здесь объяснять истинную причину 
весомости. Я предполагаю какое-то начало и ис- 
следую затем, каков был бы результат моего 
предположения, если бы оно оправдывалось 
в природе. И если я покажу, что закон ускоре- 
ния согласно этой гипотезе не отличается от 
того закона, которому подчиняется природа при 
падении тяжелых тел, то я не вижу причины, 
почему нельзя приписать этому закону всего 
того, что выводится из последнего. Физики часто 
разлагают равномерное движение на два соста- 
вляющих движения для того, чтобы разъяснить 
какое-либо явление, хотя движение на самом деле 
и не составлено из двух составляющих движе- 
ний. И так как одно и то же движение может 
быть разложено на два составляющих движения 
бесконечным числом различных способов, ибо 
можно иметь бесконечное число параллелогра- 
мов, построенных на одной и той же диагонали, 
то из всех этих способов они выбирают тот, ко- 
торый для них выгоднее всего, и никто не по- 
думает их за это упрекнуть. Каждый имеет право 
делать предположения и извлекать из них след- 
ствия, так же, как никто никогда не запрещал 
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геометрам предполагать или проводить на чертеже 
линии, которых там вовсе нет, лишь бы они слу- 
жили для доказательства каких-либо теорем или 
для решения каких-либо задач. 

Точно так же дело обстоит и с нашим вопро- 
сом: какова бы ни была истинная причина веса, 
для меня достаточно указать способ, каким про- 
изводится под действием пружины ускорение, 
совершенно подобное тому, которое производит 
вес, и показать, как это сделал я, что пройден- 
ные пути СС и ОН относятся между собой как 
силы, приобретенные одинаковыми телами в точ- 
ках С и Я, —и из этого можно сделать заклю- 
чение, что живые силы двух одинаковых грузов 
относятся между собой как высоты, с которых 
они падают или на которые они могут подняться, 
и, значит, они относятся, как квадраты скоро- 
стей $83. 

9. Мне возразят, может быть, что для рас- 
смотрения движения вниз двух грузов с двух 
различных высот к основанию двух различных 
путей СС и ОН, пробегаемых под действием 
пружин, я был вынужден предположить два не- 
равных ряда пружин АС и ВО, хотя каждый из 
этих рядов обладает бесконечной протяженно- 
стью, — в то время как причина веса одна и та 
же для всех высот, которые грузы могут пробе- 
гать при падении. На это я отвечаю, что здесь 
я рассматриваю только результат, который может 
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произвести действие двух рядов пружин АС и БО, 
поскольку этот результат совершенно тождест- 
венен с тем, который производит вес. Но я вовсе 
не утверждаю этим, что причина веса действи- 
тельно заключается в действии пружины, т. е. 
в давлении упругой материи, — в давлении, кото- 
рое непрерывностью своего усилия заставляет 
падать весомые тела. 


Глава УШ 


ГЛАВА, В КОТОРОЙ ИЗМЕРЕНИЕ ЖИВЫХ СИЛ, УСТА- 

НОВЛЕННОЕ В ПРЕДЫДУЩЕЙ ГЛАВЕ, ПОДТВЕР- 

ЖДАЕТСЯ ПРИ ПОМОЩИ ОПЫТОВ И НОВЫХ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВ 


1. После того, что мы только что объяснили, 
я не думаю, чтобы кто-либо мог сомневаться 
в истинности правила, установленного для оценки 
живой силы тел. Таким образом мы будем счи- 
тать доказанным то, что эта сила пропорцио- 
нальна массе, т. е. количеству материи, умножен- 
ной на квадрат скорости, а не просто на ско- 
рость. 

2. За последние годы были сделаны различ- 
ные опыты, которые замечательно подтверждают 
это правило. Для этого несколько шариков, рав- 
ных по величине и неравных по весу, заставляли 
падать с различных высот на мягкое вещество, — 
такое, как сало или гончарная глина. Поверхность 
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этого вещества должна быть горизонтальной. При 
этом наблюдали со всей необходимой точностью, 
насколько эти шарики проникали в мягкое ве- 
щество. Опыт повторялся много раз, и было за- 
мечено, что углубления были всегда равны, когда 
шарики падали с высот, обратно пропорциональ- 
ных их весам. 

3. Из равенства этих углублений было сделано 
заключение, что в тот момент, когда шарики 
начинали погружаться, они обладали одинаковой 
силой. Но так как скорость любого шарика 
в момент погружения пропорциональна квадрат- 
ному корню из высоты или же высота пропор- 
циональна квадрату скорости, то отсюда следует, 
что живые силы двух различных тел равны между 
собой в том случае, когда их массы, т. е. коли- 
чества материи, обратно пропорциональны ква- 
драту их скоростей. 

Это находится в полном согласии с общим 
законом, по которому живая сила тела вседа 
пропорииональна произведению массы на ква- 
драт скорости. 

Как раз это мы и установили выше путем 
доказательства а рпог! "0, Теперь это подтвер- 
ждается опытом, 

4. Я могу привести еще другие доказательства 
для подтверждения этой истины, притом столь 
легкие и столь простые, что непостижимо, почему 
никто не заметил этого до меня. 
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Доказательства, которые я здесь приведу, по- 
лучены из изучения косого удара тел. 

Пусть имеем два шара А и С (рис. 12) совер- 
шенно упругих и равных между собою; пусть С 
покоится и А ударяет его косым ударом по на- 
правлению и со скоростью, выраженными через 
отрезок АВ". 

Я предполагаю, что ДВ 
образует угол, равный поло- 
вине прямого, с общей каса- 
тельной, проходящий через 
точку встречи обоих шаров. 
Для определения того, что 
с ними произойдет после 
удара, я разлагаю движение 
вдоль АВ на два других, Рис. 12. 
направления которых суть 
АРГи РВ: одно параллельно и другое перпенди- 
кулярно к общей касательной. В соответствии 
с законом, данным выше для прямой встречи 
тел, шар 2, достигнув В, потеряет все свое дви- 
жение по направлению РВ, в то время как свое 
движение по АРон сохранит. Поэтому шар . будет 
продолжать двигаться по направлению ВЁ, парал- 
лельному АР, со скоростью ВЕ = АЁ, в то вре- 
мя как шар С получит в направлении РВ ско- 
рость СО = ЕВ"? = АР. 

Таким образом сила шара после удара 
делится пополам. Так как оба шара и их скоро- 
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сти равны, то каждый шар получит половину 
силы, которую шар А имел до удара. Отсюда 
ясно, что сила шара до удара относится к силе 
равного ему шара С после удара, как 2:1, или 
как АВ?к ВЕ?, т.е.как квадрат скорости шара А 
до удара к квадрату скорости шара С после удара. 

5. Перейдем к другому доказательству. Вместо 
того, чтобы распределять силу одного шара по- 
ровну между двумя равными шарами, докажем 
ту же истину посредством соединения двух рав- 
ных сил в одну. 

Рассмотрим для этого два равных шара 
р и Е, которые движутся с равными скоростями 
ОС и ЕВ по направлениям, перпендикулярным 
одно к другому, так что шар ДО, придя в С, встре- 
чает прямо шар Ё, достигший В. Очевидно, что 
первый шар сразу остановится в С, другой же 
шар будет двигаться вдоль ВЛ, образуя с про- 
должением ВЛ) угол АВЕ, равный половине пря- 
мого, и его движение по ВА будет составлено 
из РА =ЕВ и ВЕ=ДС. В данном случае шар 
Е или В — один обладает после удара двумя 
силами, которыми до удара обладали два шара. 
Но эти силы были равны как вследствие равен- 
ства шаров, так и вследствие равенства их скоро- 
стей. Следовательно, сила шара В после удара 


так относится к силе шара /) до удара, как 
ВА? 


ВА? 
2 к1, или отношение их равно ВЕ? ИЛИ Тс, 
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т. е. оно равно отношению квадрата скорости 
шара В после удара к квадрату скорости шара 2) 
до удара. 

6. Может быть, скажут, что из этих двух до- 
казательств следует только то, что живые силы 
двух равных тел, скорости которых относятся, 
как У2к 1, относятся между собой, как 2 к 1. 
Я с этим согласен, но по крайней мере никто 
не может отрицать того, что этим теперь нео- 
провержимо доказана ложность общераспростра- 
ненного взгляда, согласно которому сила движу- 
щегося тела пропорциональна количеству его дви- 
жения, т. е. произведению массы на ее скорость. 


Глава Г[Х 


ОБЩЕЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕО- 
РЕМЫ О МЕРЕ ЖИВЫХ СИЛ, ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫХ 
ПРОИЗВЕДЕНИЮ МАССЫ НА КВАДРАТ СКОРОСТИ 


1. Однако, не настаивая на действительности 
предыдущих доказательств, я намереваюсь дать 
общее доказательство, столь сильное и столь 
убедительное, что, я думаю, оно одно способно 
убедить самых упорных сторонников обычвого 
мнения. 

Это доказательство также основано на раз- 
ложении движения. Я буду доказывать геометри- 
чески, что, если тело имеет в точности столько 
скорости, сколько ему нужно, чтобы согнуть одну 
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пружину, о которую оно ударяется перпендику- 
лярно, то это самое тело при скорости, вдвое 
большей, чем первая, сможет согнуть не две, 
а четыре пружины, подобных первой, а при трой- 
ной скорости оно будет в состоянии согнуть не 


Рис. 13. 


три пружины таких, как предыдущие, а девять, 
и так далее. 

2. Чтобы убедиться в этой истине, вообразим, 
что тело С (рис. 13) ударяет косо пружину, по- 
мещенную в С, со скоростью С]; пусть угол 
наклона СЁР равен 30 градусам, так что пер 


пендикуляр СР равен =. СГ. 


Пусть скорость СЁ =2 и пусть, наконец, со” 
противление пружины Г таково, что для того 
чтобы согнуть ее при прямом ударе, нужна опре“ 
деленная величина скорости тела С, а именно, 
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скорость == 1. Предполагаем, что тело С движется 
по горизонтальной плоскости. 

Исходя из всего этого, я утверждаю, что 
после того как тело С ударит косо пружину [. 
со скоростью СЁ, равной 2, и притом со скоро- 
стью, которая в силу сложения движения состоит 
из СР=1 и из РГ. = УЗ, это тело совершенно 
потеряет перпендикулярное движение вдоль СР 
и сохранит лишь движение по РД. 

Таким образом тело С, израсходовав свое дви- 
жение по СР на сгибание первой пружины Д, 
будет продолжать двигаться в направлении РЕМ 
со скоростью СМ = РЕ = УЗ. 

Вообразим в точке М вторую пружину, подоб- 
ную первой, и угол наклона [.МО такой, чтобы 
перпендикуляр [О был =1. Ясно, что раз движе- 
ние по [.М составлено из двух движений [О 
и ОМ, то движение по [.О будет полностью из- 
расходовано на сгибание пружины Л, в то время 
как движение по ОМ будет продолжаться по на- 
правлению ОММ со скоростью ММ№М= ОМ = У2. 

Представим себе в точке М третью пружину, 
равную каждой из предыдущих, и эту третью 
пружину тело С встречает под полупрямым 
углом ММК, так что отрезок МК, перпендикуляр- 
ный к линии положения пружины, равен 1. Оче- 
видно, что из движения по ММ, составленного 
из движений по МК и по КМ, первое из этих 
движений, по МА, будет израсходовано на сгиба- 
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ние пружины /, другое же движение, по №, 
будет продолжаться со скоростью МО = АМ==1. 

Таким образом тело С сохраняет еще скорость, 
равную 1, в направлении АЮМО, согнув перед 
этим три пружины Ё, М и №. С оставшейся этой 
скоростью тело С согнет четвертую пружину О, 
о которую оно ударится, —я предполагаю, пер- 
пендикулярно. 

Из всего этого видно, что тело С, имея ско- 
рость == 2, обладает силой, достаточной для сгиба- 
ния четырех пружин, каждая из которых требует 
для сгибания скорость тела С, равную 1. Но эти 
согнутые пружины суть полный результат дей- 
ствия силы тела С, движущегося со скоростью, 
равной 2, так как на сгибание этих четырех пру- 
жин, одной за другой, расходуется вся эта ско- 
рость тела С. Сгибание же одной пружины есть 
полный эффект силы того же тела С, движуще- 
гося со скоростью, равной 1, —так как сопроти- 
вление каждой пружины таково, что она уничто- 
жает в точности скорость в теле С, равную 1. 
А так как полные эффекты относятся между 
собой, как силы, которые произвели эти эффекты, 
то необходимо, чтобы живая сила тела С, дви- 
жущегося со скоростью, равной 2, была в четыре 
раза больше, чем живая сила того же тела, дви- 
жущегося со скоростью, равной 1. 

3. Можно будет доказать тем же способом, 
что скорость тройная, четверная, пятерная ит. д. 
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заставит тело С обладать силой, в девять, шест- 
надцать, двадцать пять и т. д. раз большей, по- 
тому что в этом случае прежде, чем остановиться, 
оно будет способно согнуть 9, 16, 25 ит. д. 
равных пружин. 

Для доказательства этого нужно будет только 
дать направлению СЁ надлежащий наклон к пер- 
вой пружине, — такой, чтобы СР относилось к СД, 
как 1 к 3, 4, Зит. д., а другие наклоны напра- 
влять в соответствии с требованием каждого 
случая. 

Из всего этого я извлекаю то общее заклю- 
чение, что живая сила тела пропорциональна 
квадрату его скорости, а не просто скорости. 


Глава Х 


О ТРЕХ ЗАКОНАХ, ПОСТОЯННО СОБЛЮДАЕМЫХ ПРИ 
ПРЯМОМ УДАРЕ ДВУХ ТЕЛ. О ТОМ, ЧТО КАЖДЫЙ 
ИЗ ЭТИХ ТРЕХ ЗАКОНОВ, ВЗЯТЫЙ НА ВЫБОР, ИМЕЕТ 
ВСЕГДА НЕОБХОДИМУЮ СВЯЗЬ С ДВУМЯ ДРУГИМИ 


1. Прибавим к тому, что мы только что сказали, 
несколько мыслей относительно того тройного 
закона, который ненарушимо соблюдают при 
своем столкновении твердые тела, названные 
мною совершенно тугими. 

Первый из этих законов был доказан в гл. [М, 
п. 5; он заключается в сохранении относительной 
скорости до и после удара. Эту относительную 
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скорость можно найти, беря разность абсолют- 
ных скоростей, если тела идут в одну сторону, 
и их сумму, когда они движутся в противополож- 
ные стороны. Второй закон, доказанный в той 
же главе (п. 8), устанавливает сохранение ко- 
личества направления, всегда равного произве- 
дению суммы масс на скорость общего центра 
тяжести. Наконец, третий закон состоит в сохра- 
нении величины живых сил. 

Взяться доказывать последний закон это 
значило бы затемнить его. 

В самом деле все считают неопровержимой 
аксиомой, что всякая действующая причина не 
может уничтожиться ни полностью, ни частично, 
не произведя действия, равного ее убыли. 

Мы живую силу понимаем так, что она суще- 
ствует в движущемся теле, что она есть нечто 
абсолютное, независимое и настолько достовер- 
ное, что она осталась бы в теле даже тогда, 
когда вся остальная вселенная уничтожится. Ясно, 
что живая сила тела, уменьшая или увеличивая 
при встрече с другим телом живую силу этого 
другого тела, должна взамен этого увеличить или 
уменьшить свою собственную величину. Увели- 
чение одной есть непосредственный результат 
уменьшения другой. Это и приводит по необхо- 
димости к сохранению полной величины живых 
сил. Эта величина абсолютно неизменна и при 
ударе тел. 
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2. Но, насколько этот закон очевиден и бес- 
спорен вследствие самого понятия, которое дол- 
жно быть о живой силе, настолько же до сего 
времени был неизвестен способ измерения этой 
силы. Общее предубеждение заставляло думать, 
что живая сила пропорциональна произведению 
массы на скорость. Из этого предрассудка и вы- 
росло ложное мнение относительно сохранения 
количества движения, в котором разубедились 
лишь после того, как просвещенные люди дока- 
зали, что при помощи удара тел"3 количество 
движения может и увеличиваться и уменьшаться. 
Однако при этом не было доказано, в чем же 
заключается действительный способ измерения 
живых сил. Лейбниц первый открыл, что живые 
силы пропорциональны произведению массы на 
квадрат скорости, но, как мы уже об этом упо- 
минали, его рассуждения убедили немногих. Мне 
думается, что я установил истину этого положе- 
ния столь очевидным способом, что отныне она 
будет укрыта от каких бы то ни было напа- 
дений. 

3. Некоторые размышления о природе ука- 
занного тройного закона заставляют нас еще 
заметить, что эти три закона сохранения, — 
а именно: 1) сохранения относительной скорости, 
2) сохранения количества имаправления и 3) со- 
хранения суммы произведений масс на квадраты 
скоростей, —так согласованы друг с другом, что, 


Зак. 1899. Бернулли. 9 
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если два из них справедливы, то третий с гео- 
метрической необходимостью так же справедлив. 

Я докажу это следующим образом. Пусть мы 
имеем два тела Аи В; их скорости до удара 
равны а иф, их скорости после удара равны х и у. 

Предположим сперва, что до и после удара 
эти тела движутся в одну сторону. Первое со- 
хранение даст 


а—6=у—х; 
Аа-г В = Ах- Ву. 


Третье я выведу из первых двух следующим 
образом. При помощи перенесения членов по- 


лучим: 
ах=у-ь 
Аа— А х = Ву-- ВФ. 
Перемножим члены этих двух уравнений, т. е. 


помножим Да — Ах на хи Ву— Вбна у-- 6. 
Произведения дадут новое уравнение: 


Ааа — Ахх == Вуу — ВЬБ, 


которое после перенесения членов превратится 
в формулу 


второе 


Ааа -|- ВЫ = Ахх-- Вуу, 


выражающую как раз то, что ищется, т.е. в со- 
хранение суммы произведений масс на квадраты 
скоростей. 

Легко можно увидеть, что, если сделать а 
или 6 так же, как х или у отрицательными, чтобы 
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обозначить движение тел ДА и В в противополож- 
ные стороны как до, так и после удара, то это 
ничего не изменит в знаках членов найденного 
уравнения: 


Ааа -+ ВЫ == Ахх-— Вуу, 


так как буквы во всех членах этого уравнения 
входят в квадрате. 

4. Из этих выкладок явствует, что сохранение 
суммы произведений масс на квадраты скоростей 
имеет необходимую связь с двумя другими со- 
хранениями, и всякий, хотя бы немного знакомый 
с геометрией, мог бы вывести его из них, как 
простое следствие, не проникая в его полезность. 
Это была бы истина в его руках бесплодная и 
чисто геометрическая. Это как раз и произошло 
в действительности с Гюйгенсом, хотя он и ве- 
ликий математик и талант первого ранга. Из 
этого предложения он образовал теорему, кото- 
рую он и доказал* своим способом, не находя 
в то же время в этой теореме скрытого в ней 
сохранения величины живых сил. 

Несомненно, Гюйгенс не знал, что сила дви- 
жущегося тела пропорциональна произведению 
массы на квадрат ее скорости, или он отказался 
признать это предложение. 


* См. его длинное доказательство, данное им в его 
трактате „Ое то согрогит ех регсизз.“, Ргор. ХЁЧ. 


9* 
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Если не прибегать к помощи природы и к ее 
первым началам, ТО самые важные теоремы вы- 
рождаются в простые спекуляции. 

5. Теперь же, когда эта истина установлена 
с полной ясностью и находится вне какой бы то 
ни было опасности нападения, уместно восхи- 
титься полным согласием между законами при- 
роды и законами геометрии, согласием, наблю- 
даемым настолько постоянно и во всех обстоя- 
тельствах, что кажется, будто природа советова- 
лась с геометрией, устанавливая законы движения. 

В самом деле, если бы силы тел, находя- 
щихся в движении, не были пропорциональны 
произведению массы на квадрат скорости и 
если бы природа установила какую-то другую 
пропорциональность, то она впала бы в противо- 
речие с самой собой, и порядок геометрии был бы 
нарушен. Величина живых сил, единственный 
источник непрерывности движения в природе, не 
могла бы быть сохранена, и, следовательно, не 
было бы равенства между действующей причиной 
и ее результатом, — словом, вся природа впала бы 
в беспорядочное состояние. 


Глава АТ 
ОБ `УДАРЕ ТРЕХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ ПО РАЗЛИЧНЫМ 
НАПРАВЛЕНИЯМ 


1. Когда одновременно соударяются три твер- 
дых тела, движущихся по различным направле- 
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ниям, то трудно определить их скорости после 
удара, ибо сохранение относительной скорости 
здесь не имеет места, как это легко видеть, не- 
много сосредоточив на этом внимание. 

Но с этим можно справиться посредством пра- 
вильного вычисления живых сил и при помощи 


Рис. 14. 


сохранения количества направления, — эти приемы 
пригодны во всех случаях удара, каково бы ни 
было число встречающихся тел. 

2. Пусть А и В (рис. 14) два шара, которые 
я предполагаю находящимися в покое и массы 
которых равны между собой. Пусть теперь тре- 
тий шар С, с какой-либо массой, движется по 
направлению к двум первым, т. е. по направле- 
нию СДО, перпендикулярному к прямой, соединяю- 
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щей центры двух шаров Аи В. Таким образом 
оба эти шара подвергаются одновременному удару 
со стороны шара С, когда последний придет в р. 
Спрашивается, каковы будут направление и ско- 
рость каждого из этих шаров после удара? 


РЕшЕНИЕ 


3. Определение направлений движения шаров 
после их удара не представляет никаких затруд- 
нений. В самом деле, проведем из центра шара 2) 
прямые ОР и ОС через точки касания или через 
центры двух других шаров. Очевидно, что эти 
линии и дадут направления двяжения шаров после 
удара и что шар С пойдет назад, остановится 
или пойдет вперед по направлению линии СДО, 
смотря по тому, большей или меньшей массой 
будут обладать шары, подвергнутые удару. 

Что касается вычисления скоростей, то оно 
несколько труднее. Их я определяю при помощи 
следующих выкладок. 

4. Пусть скорость шара С будет выражена 
через СД = а, скорость того же шара после удара 
через РЁ = х, скорости же шаров А и В — через 
АГЁ и ВС = у; пусть, далее, масса шара АД, или же 
шара В, = п, а масса Шара С == т. 

Количество направления до удара будет == та, 
а количество направления после удара будет 
равно 


тх + пу. 
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Я предполагаю, что точка Н есть середина пря- 
мой, соединяющей центры двух шаров 4 и В, 
когда они достигнут Ри С, и, таким образом, 
эта точка есть общий центр тяжести двух шаров А 
и С; отношение ДЕ’ к ОН при этом я обозначаю 


р 
через —. 
Р 9 


В силу сохранения количества направления 
я буду иметь такое равенство: 


та — тх -- пу. 


С другой стороны, величина живой силы до удара 
== тла, а величина живых сил после удара равна 
тх‹-- 2пуу. 

Отсюда 
таа = тхх -- 2пуу. 


Значение неизвестных хи у можно найти из этих 
двух уравнений. Вычисление дает 


х — РРта — 299па 
ррт - 2949п ’ 
И 
—_ рта 
У — ррт + 299п ° 


Следствие | 
5. Если 


ррт = 294п, 
или, что приводит к тому же самому, если 
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т. е. если сумма двух шаров Ди В относится 
к шару С, как квадрат полного синуса относится 
к квадрату синуса угла ДЕН, дополнительного 
к углу РОЯ, то мы будем иметь 

х = 0. 


В этом случае шар С сразу остановится после 


удара в точке 0); скорость каждого шара А и В, 
_ _  2рдта да 

т. е. у и т) будет равна ри АР или 

ВС будет четвертой пропорциональной к пол- 

ному синусу, синусу угла ДЕН и отрезку СО, 


выражающему собой скорость шара С. 


СЛЕДСТВИЕ Ц 


6. Отсюда, кроме того, следует, что если три 
шара С, А и В равны между собою и если угол 
ЕРДО прямой, т. е. угол РОН составляет поло- 
вину прямого угла, то шар С’ остановится в ДО, 
а каждый из двух остальных шаров будет дви- 
гаться со скоростью, которая будет так отно- 
ситься к скорости шара С’до удара, как сторона 
квадрата относится к его диагонали, т. е. как 


1 к У2. В самом деле, в этом случае мы будем 
иметь: 
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СледствиЕ Ш 

7. Если ррт меньше чем 2 ддп, то х, т.е. ДЕ, 
будет отрицательным, и, следовательно, шар С 
после того, как он ударит шары 1 и В, оттолк- 
нется назад, и если он бесконечно мал в срав- 
нении с другими, то он вернется назад с той же 
скоростью, какая у него была до удара, шары же 
А и В останутся неподвижными, так как в этом 
случае мы будем иметь 


___ 299па 
ха = —@, 
_ 2990а 


Я — 299п — 


СледствиЕ 1\ 

8. Если же, наоборот, шары А и В будут бес- 
конечно малы по сравнению с шаром С, то по- 
следний будет продолжать двигаться после удара 
без какой-либо заметной потери скорости, а ка- 
ждый из шаров 4 и В приобретет скорость, 
удвоенную по сравнению с той, которую они по- 
лучили бы в случае следствия [. В самом деле, 
х теперь становится равным 


рта 
ррт 
И 
__ 2рата _ 24а 
ррт р _ 


Отсюда видно, что, уменьшая до бесконечно- 
сти шары 4 и В, мы тем самым увеличиваем их 
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скорости, никогда однако не достигая удвоенной 
четвертой пропорциональной к полному синусу, 
синусу угла ОЕН и скорости шара С. 


Следствие \У 


9. Если угол ЕРС бесконечно острый, я хочу 
сказать, если р=9, то направления ДАРГи ВС 
совпадут с ДА, и шары А и В могут рассматри- 
ваться как соединенные в одно тело; это будет 
как раз тот случай прямого удара, который был 
нами разъяснен выше, в главе \, п. 2. 


Действительно, полагая р =, мы будем иметь 


та — па 


—= 


— т+2 


2та 


У там, 


в полном согласии с тем, что было найдено 
в указанном месте, где через 4 и В было обо- 
значено то, что здесь обозначено через т и 2л. 


СледствиЕ \1] 
10. Если углы ЕРН и СОН достигают наи- 


большей величины, какая только может быть, т.е. 
если каждый из этих углов прямой и если вслед- 
ствие этого направления АР и ВС будут лежать 
на одной прямой, перпендикулярной к направле- 
нию СЛ, то шар С, достигнув 0), лишь заденет 
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шары 2 и В и пройдет между ними, не сообщив 
им никакой скорости. 


В этом случае, когда 9 ==0, мы будем иметь 
__ ррта __ 
ррт 
2рт0а __ 


У — орт = 0. 


11. Из двух последних следствий явствует, 
что направления АА`и ВС могут образовать с на- 
правлением ДН углы ЕРН и СОН такие, что 
шары 4 и В будут удаляться от направления 
СОН с некоторой максимальной скоростью. Я 
хочу сказать, что среди направлений движения 
шаров 4 и В имеется такое, которое способ- 
ствует наибыстрейшему удалению, т. е. здесь мы 
имеем проблему максимумов. 


го дает основание поставить следующую лю- 
бопытную задачу. 


ЗАДАЧА | 


12. Спрашивается, какова должна быть ве- 
личина углов ЕРН и СОН направлений АЁ и 
ВО, по которым данные шары А и В после 
удара третьим данным шаром С, скорость ко- 
торозо также дана, удаляются один от дру- 
:010 с максимальной скоростью, или — что при- 
водит к тому же самому — требуется, чтобы 
относительная скорость шаров А и В была 
наибольшей из всех возможных. 
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При помощи метода максимумов я нахожу, 
что для решения этой задачи нужно составить 
такую пропорцию: 2т !-2п должно так относиться 
к т--2л, как квадрат полного синуса относится 
к некоторому четвертому члену. 

Квадратный корень из этого четвертого члена 
даст синус искомого угла РОН или СОН. 

Для краткости я не буду здесь разбирать 
этого вопроса. 

СЛЕДСТВИЕ | 


13. Если три шара А, Ви С равны между 
собой, то угол ЕОН будет равен 60 градусам, 
т. е. двум третям прямого угла; следовательно, 
угол ЕОС, как в два раза больший этого, будет 
равен 120 градусам, т. е. 1/5 прямого. 

В самом деле, в этом случае 2т-|- 2п отно- 
сится к т-Г-2п, как 4 к 3, —а это как раз есть 
отношение квадрата полного синуса к квадрату 
синуса 60 градусов. 


СледствиЕ П 


14. Если шар С равен сумме двух шаров А 
и В, то мы будем иметь 
2т +21 _ 3 
т- 2 2° 
Это с достаточной точностью дает угол РОН 
в 54 градуса 44 минуты. 
Как доказано многими авторами, таков должен 
быть угол между румпелем ‘° и килем корабля 
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для того, чтобы корабль возможно скорее изме- 
нил свой курс. 


Следствие Ш 


15. Так как т-—-2п всегда больше половины 
от 2т -[-2п, то отсюда следует, что угол наи- 
большего удаления всегда будет больше поло- 
вины прямого; но, если шары Аи В предполо- 
жить бесконечно малыми по сравнению с шаром С, 
тогда угол РОН будет равен половине прямого, 
а двойной угол РОС станет прямым. 

16. Бывают случаи, когда абсолютная ско- 
рость шаров Аи В может достигнуть макси- 
мума, — что представляет собою нечто вроде 
парадокса. Парадокс заключается в том, что, 
если эти шары соединены в одно тело и это тело 
подвергается прямому удару со стороны шара С, 
то они получают абсолютную скорость меньшую, 
чем. тогда, когда эти шары отделены друг от 
друга и подвергаются ударам по некоторым опре- 
деленным направлениям. 

Из этого замечания можно извлечь новую 
задачу. 

ЗАДАЧА Й 


17. Все предположения остаются те же, что 
и в предыдущей задаче. Спрашивается, каковы 
наивыгоднейшие направления АР и ВС для тозо, 
чтобы данные шары А и В, одновременно под- 
вергшиеся удару со стороны третьею шара С, 
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приобрели от него наибольшую возможную ско- 
рость по этим самым направлениям. 

Эту задачу можно будет решить, предполагая, 
что общее выражение для 

2рдта 
ррт -+ 2991 
имеет максимум. Продиференцируем это выраже- 
ние, считая букву 9 за переменную, а другие 
буквы за постоянные, а затем приравняем дифе- 
ренциал нулю; таким образом окажется: 


99 — 


__ трр 
чч=5», 
и, следовательно, квадрат синуса угла РОН, т. е. 
__ (2п — т) рр 
рр— 99 == ^^. 


Отсюда мы получим такую пропорцию: 2п так 
относится к 2л — т, как рр, т. е. квадрат полного 
синуса, относится к четвертому члену, квадрат- 
ный корень из которого и даст синус искомого 


угла РОН или СОН. 


С лЕДСТВИЕ |[ 


18. Когда три шара равны между собой, то 
угол ЕН становится равным половине прямого, 
а двойной угол РОС будет = прямому углу. 


СлдствиЕ | 
19. Если 
т = дп, 
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т. е. если шар С равен сумме двух остальных 
шаров, то угол ЕОН обращается в нуль. Я хочу 
сказать, что наибольшая скорость будет сообщена 
шарам АД и В в том случае, когда они будут 
соединены и подвергнуты прямому удару со сто- 


роны шара С. 
СледствиЕ Ш 


20. Во всех тех случаях, когда т меньше, чем 
2п, найдутся определенные наклонные направле- 
ния АРи ВС, вдоль которых шары А и В после 
удара со стороны шара С пойдут с большей 
скоростью, чем если они, будучи соединены вме- 
сте, подверглись бы прямому удару со стороны 
того же шара С и с той же скоростью. 

Пусть например 


__ 3 
ту п, 
т.е 
с_3 
А 2. 


Тогда угол ЕОН должен быть в 30 градусов, 
а двойной угол РОС в 60 градусов. Наибольшая 
абсолютная скорость, которую шары 2 и В мо- 
гут приобрести от удара со стороны шара С, 
будет тогда, когда треугольник РСШО будет рав- 
носторонним. 


Если т = > п, 


то наивыгоднейший угол РОН будет в 60 граду- 
сов, —и так в других случаях. 
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СледствиЕ [У 


21. Если, наконец, т больше, чем 2л, то в этом 
случае не будет никакого наклонного направле- 
ния, которое обладало бы преимуществом в смысле 
наибольшей скорости, и тогда скорость будет 
все время возрастать по мере того, как угол РРН 
будет уменьшаться, т. е. она будет тем больше, 
чем прямее будет ударять шар С шары А и В. 
Причина этого очевидна: если 


т > 2п, 
трр 
то 9, или -—_-, должно быть также больше, 


2п 
чем р. Но никакой синус не может быть больше 


полного синуса. 


Глава ХИ 


ОБ УДАРЕ ОДНИМ ТЕЛОМ НЕСКОЛЬКИХ ТЕЛ И ОБ 
ОБЩЕМ ОПРЕДЕЛЕНИИ ИХ ДВИЖЕНИЙ ПОСЛЕ УДАРА 


1. Найдя, что происходит, когда один шар 
ударяет два других, которые равны между собою 
и которые после удара могут двигаться по на- 
правлениям, одинаково наклоненным к направле- 
нию ударяющего шара, — каковое направление я в 
дальнейшем буду называть средним направде- 
нием, — я перехожу теперь к рассмотрению двух 
пар шаров, из которых каждая пара будет дви- 
гаться по направлениям, образующим одинаковые 
углы со средним направлением. 
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Я предполагаю сперва, что шары каждой пары 
равны между собой, и допускаю кроме того, что 
все четыре шара одновременно подвергаются 
удару с данной скоростью со стороны какого- 
либо пятого шара. Дело идет об определении 


Рис. 15. 


величины той скорости, которую получит каждый 
из этих шаров после удара, и величины той ско- 
рости, вперед или назад, которую получит шар, 
ударивший их. 

2. Сначала этот вопрос мне казался столь 
трудным, что я думал, что мне придется считать 
решение его невозможным. Я даже не знаю, брался 
ли кто за него. Мне казалось, что здесь недо- 
статочно данных. Однако немного времени и раз- 
мышлений дали мне способ достигнуть цели, 
и мой метод таков, что он пригоден не только 


Зак. 1899. Бернулли, 10 
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для поставленного вопроса, но его можно приме- 
нять к какому угодно большому чиглу пар ша- 
ров, взятых при вышеописанных условиях. Попы- 
таемся изложить его здесь. 

3. Пусть шар С (рис. 15) движется по напра- 
влению СОЯ, и пусть этот шар, достигнув Д, 
ударяет сразу две пары равных шаров и В, 
К и ЕЁ, расположенных таким образом, что пря- 
мые ДАР и ОВС, ОКТ и ОЁГ, проведенные из 
центра ударяющего шара через точки прикосно- 
вений, образуют с линией среднего направления 
с той и с другой стороны одинаковые углы: 
ЕРН = СОН и ТО/!= ИГ. Очевидно, что эти 
линии и будут направлениями движения этих че- 
тырех шаров. Остается определить их скорости, вы- 
раженные через АЁРи КТ, атакже через ВС и Г.И. 

4. Чтобы определить то, что мне кажется наи- 
более деликатным в этом вопросе, я буду рас- 
сматривать шар С, или [), как бы разделенным 
мысленно на две части А и 5, отделимые одна 
от другой, но движущиеся вместе до 0). В О, как 
я предполагаю, часть А ударяет только два шара 
А и В, вто время как часть 5 ударяет два дру- 
гие шара К и Д. Таким образом задачу можно 
рассматривать, как решенную выше задачу о трех 
шарах, только повторяющуюся дважды. 

Определим скорости частей К и 5 после удара 
отдельно. Эти две скорости будут более или 
менее отличаться друг от друга в соответствии 
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с отношением между обеими частями Ю® и 5 
шара Д. Эти части, разделившись после удара, 
будут двигаться каждая с той скоростью, кото- 
рая останется от ее собственной скорости. Я допу- 
скаю, однако, что между А и 5 может быть такое 
отношение, что в обеих частях останутся скоро- 
сти, одинаковые и после удара, так что они бу- 
дут итти вместе и до удара, и после удара. Таким 
образом части А и 5, оставаясь смежными, будут 
продолжать все делать вместе, как будто, шар С 
вовсе не был разделен. 

Но легко видеть, что скорости, которые полу- 
чат пять шаров при этом предположении, нисколь- 
ко не будут отличаться от тех, как если бы целый 
шар, равный /), ударил при таких же обстоятель- 
ствах четыре шара Д и В, К и Г. 

Весь вопрос заключается, таким образом, в том, 
чтобы определить то отношение, которое должно 
быть между частями А и © для того, чтобы эти 
части после удара двигались с одинаковой ско- 
ростью. Ёсли это будет найдено, остальное при- 
дет само собой. 

5. Таков план, составленный мною. Теперь 
этот план надо выполнить. 

Пусть шар С или О будет =М, шар А или В 
будет =п, шар А или [, будет = №; скорость СО 
шара С до удара = а, полный синус ==р, синус 
угла ДЕН, дополнительного к РОН, =; синус 
угла ОТ[, дополнительного к ГОГ, = О. 


10* 
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Чтобы найти скорость части А после удара, 
я обращаюсь к формуле для трех шаров 
Е — ррта — 299па 
ррт - 299п 
ив ней подставляю ^ вместо т, оставляя другие 
буквы без изменения. Таким образом я получу х, 
т. е. скорость части А после удара, равной 
ррКа - 294па 
_ РРЕ- 299п 
Затем я подставляю в ту же формулу 5 вместо т, 
М№ вместо п и О вместо 9. Тогда я получу ско- 
рость части 5, равную 
рроа — 200М№ 
`рр5 + 200М ° 
Так как, однако, скорости А и 5 должны быть 
равны, чтобы обе части не отделялись после 
удара, то мы будем иметь такое равенство: 
ррХа — 244па _ рр5а — 20ОМа 


рр® + 2941 — ррб Г2ООМ ° 
Из него мы найдем значение 
№Ю 
5=9 68. 
99п 


А так как части Ю и 5, взятые вместе, соста- 
вляют целый шар, то отсюда следует, что 


Ки = М. 


Отсюда 
99пМ 


К чи 00М 
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Подставляя это значение А в выражение для 5, 
мы будем иметь 


Остается лишь подставить значение А в 
ррКа — 294па 
РРК-| 299п ' 
или, что то же самое, значение 5 в 
рроа — 200М№ 
рр5 + 2940М№ ' 
чтобы получить общую скорость для каждой части 


после удара. 
Следовательно, скорость всего шара М будет 


равна 


ррМа — 299па — 200 Ма 


д — — —— — 


РРМ -{ 299п + 2090М 
Что касается шаров и В, К и Г, претер- 
певших удар, то я беру формулу для трех шаров 


__  2рата 
У ррт + 2991 


и в нее подставляю сперва вместо т значение 


_ _ 998 М _ 
к= 99т -- ООМ ’ 


не изменяя других букв, а затем подставляю 


значение 


р и = > оылььинчь 


вместо т, № вместо л и О вместо 49. Первая из 
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этих подстановок дает скорость АР, или ВС, 
шаров Д и В, равную 


2рдМа _ 
рРМ -{ 299п + 209М 
вторая же позволяет узнать скорость КТ, или Д.И, 
шаров К и Г, равную 
2рОМа 
РРМ -|- 299п -- 209М ° 


Что и требовалось найти. 


Примечание 


6. Можно воспользоваться тем же методом для 
определения скоростей любого числа пар шаров, 
например трех пар. Для этого разделите мысленно 
шар С или О на две части ^ и 5, так чтобы 
одна из этих частей, например А, ударяла бы 
одну пару шаров, в то время как часть 5 ударя- 
ется о две другие пары. Найдите затем отдельно 
скорости, которыми будут обладать Л и 5 в от- 
дельности после удара, и приравняйте их между 
собою. Вы определите величины частей К и 5. 
Задача, таким образом, сводится к предыдущему 
случаю двух пар шаров и разрешается таким же 
образом. 

Легко видеть, что этот. метод распространя- 
ется одинаково на любое число пар шаров. Не 
входя в длинные и утомительные вычисления, 
можно утверждать, что то, что я сказал относи- 
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тельно образования формул для одной и двух 
пар шаров, достаточно выясняет способ распро- 
странения его на любое число пар шаров. 
Пусть например масса ударяющего шараесть /, 
массы шаров ударяемых —е, /, # ит. д. Пусть 
сверх того синусы углов дополнительных к тем 
углам, которые образуют их направления со сред- 
ним направлением, будут 4, г, [ ит. д. Я утвер- 
ждаю, что после удара мы будем иметь: 
1. Скорость ударяющего шара равна 
ррМа — 294еа — 2гг{а --- ива — и т. д. . 
РРМ - 299е -- 2т/- 21 ит.д. ’ 
2. Скорость шара е: 
2рзМа . 
РРМ - 29де -{ 2гг{ -1- 2Но + ит. д.’ 
3. Скорость шара }: 
И 2ргМа 
РРМ -- 29де т: 2гт} + 219 | ит. д. 
4. Скорость шара с: 
2 Ма 
РРМ -! 299е !- 277 !- 2Н8 4- ит. д. ? 


) 


и так далее, до бесконечности. 


СЛЕДСТВИЕ ] 


7. Мы видим, что скорости шаров, подвергну- 
тых удару, относятся между собою, как 4, г, [ 
ит. д., т. е. они пропорциональны синусам углов, 
дополнительных к тем углам, которые образуют 
их направления со средним направлением. 
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Следствие Н 


8. Скорость ударяющего шара до удара так 
относится к его же скорости после удара, как 


РРМ-{ 294е | 2.7 - 28 -- ит. д. 
относится к 

РРМ — 2994е— 2! — 212 — ит. д. 
и, смотря по тому, будет ли 


РРМ > или == или < 2949е +2} - 21: | ит. д., 


Рис. 16. 


скорость этого шара после удара будет положи- 
тельной, равной нулю или отрицательной. Я хочу 
сказать, что после удара этот шар будет итти 
вперед, остановится или же будет двигаться 
обратно. 

СЛЕДСТВИЕ |]] 


9. Теперь я предполагаю, что какой-нибудь 
шар С (рис. 16) ударяет сразу бесконечное число 
маленьких шаров, равномерно распределенных по 
большому кругу того шара, который их ударяет, 
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как это видно на этом чертеже, где равные дуги 
АЕ и АВ по предположению заняты с той и с 
другой стороны равным и бесконечным множе- 
ством маленьких шаров е, ес еи т. д., 6,6, 6,6 
ит. д. совершенно равных между собою, но таких, 
что сумма их масс конечна и сравнима с массой 
шара С или О. 

Когда дуги АЕ и АВ занимают меньше полу- 
круга на окружности Е.4В, то я утверждаю, что 
определение скоростей всех шаров после удара, 
как шара ударяющего, так и каждого из тех, 
которые подверглись удару, зависит от квадра- 
туры круга. 

10. Но, если каждая из дуг АЕ и АВ будет 
равна четверти окружности Л, а следовательно, 
вся дуга ЕАВ равна полуокружности, тогда эти 
скорости могут быть определены алгебраически. 

Пусть, как выше, ударяющий шар будет = М, 
скорость его до удара ==а, сумма всех ударяе- 
мых шаров = М, синус угла, дополнительного 
к углу наклона направления одного какого-либо 
из этих малых шаров, = А. 

При этих условиях скорость ударяющего шара 
после удара будет 

2Ма — № 
ММ ' 
а скорость малого шара, подвергнутого удару: 


4МЮа 
2М-М ` 
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Отсюда видно, что ударяющий шар должен 
потерять всю свою скорость и остановиться после 
удара в том случае, если 


№М=2М. 
Вообще же потеря его скоростей равна 
2М№ а 


—-  @ 


2М -- № 


Анализа этого я здесь не даю, так как он 
завел бы меня слишком далеко. 

11. Я считаю нужным отметить, что при помо- 
щи настоящей теории нетрудно было бы опреде- 
лить абсолютные действия сопротивления среды, 
состоящей из молекул, обладающих совершенной 
упругостью и разделенных между собой малыми 
промежутками. Среда эта или жидкость по пред- 
положению такова, что из всзх молекул сопротив- 
ление оказывают только те, которые непосред- 
ственно касаются передней части движущегося 
в среде тела. Эти молекулы, оказывая телу со- 
противление, получают от него небольшую долю 
живой силы, в то время как остальные молекулы, 
как бы мало они ни были удалены от первых, 
никакого действия не оказывают до тех пор, пока 
движущееся тело не придет в соприкосновение 
и с ними. 

Можно не только доказать, что такого рода 
жидкость оказывает движущимся в ней телам 
сопротивление, пропорциональное квадратам их 
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скоростей, как это имеет место в обыкновенных 
жидкостях, но путем такого рассмотрения можно 
найти средство точно определить, сколько в дей- 
ствительности тело, движущееся в подобной жид- 
кости, потеряет в своей скорости после того, 
как им будет пройдено данное расстояние. 

Исследование этого нового вопроса столь же 
любопытно, сколь и полезно на практике. Оно 
может привести к законам различных явлений, 
и тем достойнее было бы в него углубиться, что 
никто еще этим не занимался. Мне доставило бы 
удовольствие внимательно исследовать этот во- 
прос, если бы рамки этого и так уже длинного 
сочинения не препятствовали мне в этом. Может 
быть, у меня еще будет случай когда-нибудь 
осветить этот вопрос. Теперь же продолжим нить 
нашего рассуждения. 

12. Величина потери скорости зависит и от 
формы движущегося тела и от густоты, т. е. от 
плотности, которою обладает оно по сравнению 
с плотностью жидкости, состоящей из упругих 
молекул, — жидкости, в которой тело движется. 
Если мы предположим например, что свинец 
в восемь тысяч раз плотнее воздуха и что этот 
последний состоит из совершенно упругих моле- 
кул, то я утверждаю, что свинцовая пуля, выпу- 
щенная в воздух в горизонтальной плоскости 
с некоторой данной скоростью, потеряет полови- 
ну своей скорости после того, как она пролетит 
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расстояние, равное приблизительно 3700 ее диа- 
метрам; что свинцовый куб, двигающийся по 
горизонтальной прямой, перпендикулярной кодной 
из своих граней, прежде, чем его начальная ско- 
рость уменьшится на половину, пройдет расстоя- 
ние, в 1770 раз большее, чем ее сторона. Прежде 
чем претерпеть подобное же уменьшение скорости, 
свинцовый прямой конус с прямым углом при 
вершине, двигаясь в направлении своей оси острием 
вперед, пройдет 924 диаметра своего основа- 
ния в то время, как тот же конус не пробегает 
и половины этого пути, —а именно 462 своих 
диаметра, — если он движется, воспринимая со- 
противление воздуха своим основанием. Если же 
мы возьмем такой конус, у которого образующие 
равны диаметру основания, то расстояние, пробе- 
гаемое до потери половины его начальной ско- 
рости, будет равно 3272 диаметрам его осно- 
вания, — в том случае, если он движется острием 
вперед; если же он будет двигаться основанием 
вперед, то он пройдет лишь четверть предыду- 
щего расстояния, т. е. 818 диаметров основания. 

13. Для того чтобы определить в обшем слу- 
чае длину пути, который должен пройти до по- 
тери данной доли своей скорости всякий правиль- 
ный коноид, основанием которого является круг, 
нужно поступить следующим образом. 

Пусть АНВДО (рис. 17) есть такого рода ко- 
ноид, по предположению движущийся в воздухе 
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острием вперед вдоль своей оси /), перпенди- 
кулярной к основанию. Пусть координата РО =; 
О, т. е. ее диференциал, == 4х; оО, т. е. дифе- 
ренциал дуги РО = 45. Пусть, кроме того, началь. 
ная скорость коноида должна быть уменьшена вп 
раз; |п — логарифм этого числа. Пусть, наконец, 
длина цилиндра воздуха, пер- 
пендикулярного его основанию, 
с тем же основанием, что и ко- 
ноид, и весящего столько же, 
что и коноид, = С. 

Я утверждаю, что то рас- 
стояние, которое должен пройти Рис. 117. 
коноид, чтобы его конечная 
скорость, т. е. то, что от нее останется, относи- 
лась к начальной скорости, как 1 к п, может 
быть выражено через Сххт, деленное на 


1737 178 [4 


где х становится == /4, т. е. становится равным 
радиусу основания коноида. 


Я > 
> 


ь 
ИИ 


7 
ЧАИ 
С? 


ОИ 


/. 
С 


Глава ХИ 


О СОПРОТИВЛЕНИИ СРЕД И О ТОМ, ЧТО ЭТО СО- 

ПРОТИВЛЕНИЕ НЕ ИЗМЕНЯЕТ ЗАКОНОВ ПЕРЕДАЧИ 

ДВИЖЕНИЯ. СПОСОБ ПОДСЧЕТА ПОТЕРИ СКОРОСТИ, 
ПРОИЗВЕДЕННОЙ СОПРОТИВЛЕНИЕМ 


1. Обычное сопротивление, которое испыты- 
вают тела, движущиеся в непрерывной среде, т. е. 
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в жидкости, не приводит к существенно новым 
теориям, и если я буду повторять то, что напи- 
сано по этому вопросу различными авторами, то 
я с тем большим основанием опасаюсь наскучить 
моему читателю, что меня ничто не обязывает 
это делать. 

Действительно, передача движения твердым 
телам, о которых главным образом и идет речь 
в этом сочинении, происходит совершенно оди- 
наково как в непрерывной среде, так и в пустоте. 
Я объяснксь: всякое сопротивление есть осо- 
бого рода пассивная сила, заметно уменьшающая 
скорость тела, когда последним пройдено конеч- 
ное, т. е. заметное, расстояние за время также 
конечное, т. е. заметное. 

2. Но удар тел, хотя и состоит из ряда по- 
следовательных этапов, все же так внезапен, и 
от его начала до конца проходит так мало вре- 
мени, что сопротивление окружающей жидкости 
не успеет причинить никакого заметного изме- 
нения в скорости, которую имеют тела в то мгно- 
вение, когда они ударяются. Можно, таким об- 
разом, убедиться, что общие законы так же, как 
и правила, которые мы установили и доказали 
в настоящем Рассуждении, и в частности те, ко- 
торые относятся к измерению живой силы, будут 
также ненарушимо соблюдаться в непрерывной 
среде, как и в пустоте. 

3. Правда, через небольшой промежуток вре- 
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мени после удара скорости, приобретенные те- 
лами, будут изменены сопротивлением жидкости, 
в которой эти тела движутся, и это изменение 
будет большим или меньшим, в соответствии 
с характером сопротивления, зависящего от при- 
роды каждой жидкости и от свойственных этим 
жидкостям качеств. Но, как уже было сказано, 
действие сопротивления никак не влияет на пе- 
редачу движения. Оно изменяет только продол- 
жительность движения каждого тела в отдель- 
ности. 

4. Это изменение и надлежало бы исслело- 
вать, если бы этого требовал поставленный 
перед нами вопрос. Но так как он касается лишь 
законов передачи движения, которые я разобрал 
с достаточной полнотой, то я считаю себя вправе 
перейти к новому вопросу. Если же я здесь 
укажу кое-что, относящееся к определению дей- 
ствия сопротивления жидкости на движущиеся 
в ней тела, те это я сделаю только по праву, 
а не по обязанности, и постольку, поскольку 
этот вопрос имеет отношение к моей теме. 

5. Нетрудно к действию сопротивления при- 
ложить все то, что я сказал (гл. Х], п. 2 и след.), 
чтобы объяснить разрушение и создание дей- 
ствительных скоростей посредством приложенного 
давления, продолжающегося в течение некото- 
рого времени. Это действие состоит в постепен: 
ном уменьшении, бесконечно малыми долями, 
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скорости тела, движущегося в сопротивляющейся 
среде таким же образом, как она могла бы быть 
и создана бесконечно малыми долями непрерыв- 
ным усилием. Если дан закон сопротивления, то 
задача заключается в нахождении уменьшений 
скорости, т. е. в на- 
хождении остаточных 
скоростей. 

Пусть например 
сопротивление воз- 
духа или же другой 
однородной жидко- 
сти пропорциональ- 
но, как это обычно 
принимают, квадрату 
скорости. Пусть АС 
(рис. 18) — направле- 
ние тела, движущегося в сопротивляющейся 
среде от Ак С. И пусть РЕЁ’— кривая линия, 
ординаты которой АО), ВЕ ит. д. выражают оста- 
точные скорости. 

6. Чтобы определить характер этой кривой, 
я беру произвольную точку А за начало абсцисс 
и провожу кривую АМО, ординаты которой ВМ 
представляют времена, в течение которых дви- 
жущееся тело проходит расстояние АВ. 

Пусть АВ=х, В =ах, ВЕ==у, СЕ ==а\%, 
ВМ=ь М№ == 4. Элементарное время, соответ- 
ствующее отрезочку ВФ, т. е. диференциал №т, 
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или 4, равно 
аа 
% 


так как этот малый промежуток времени прямо 
пропорционален пути Ах и обратно пропорцио- 
нален скорости о. Что касается действия сопро- 
тивления, то оно в течение времени 4Ё заклю- 
чается в уменьшении скорости ВЁ на бесконечно 
малую величину, которая выражается при по- 
мощи СЁ — диференциала ординаты В, и это 
мгновенное уменьшение пропорпионально сопро- 
тивлению и времени. 

Предполагая силу сопротивления пропорцио- 
нальной квадрату скорости, мы получим СЁ, т.е. 


а ах о ах 16 
о а 


оо 
4 а Х 


и отсюда 


аа 
— =ах. 
о 


Это показывает, что искомая кривая ДЕР 
есть кривая натуральных логарифмов, подкаса- 
тельная которой равна постоянной величине а, 
взятой произвольно, так чтобы была выполнена 
однородность "". 

Так, если положить начальную скорость 
АР =а=1, то АВ будет логарифмом ВЁ, и 
вследствие этого пройденные расстояния пропор- 
циональны логарифмам остаточных скоростей. 


Зак. 1899. Бернулли. 11 
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СЛЕДСТВИЕ | 


7. Чтобы определить кривую времен АМО, 
нужно лишь подставить в уравнение 


а ах 
= 94 
У 
значение 
аа» 
4х = — 
< 
и мы получим 
аа ах 


ИЛИ 
аа 
а = о. . 


Из этого уравнения видно, что АМО есть 
также кривая логарифмов, как и предыдущая, 
но только взятая в противоположную сторону. 
Я хочу сказать следующее. Продолжив ЕЁД к 
[. и проведя ОР, параллельную и равную АВ, 
нужно построить прямую ВМ = ординате РГ; 
таким образом, мы получим кривую ЛМ, рав- 
ную и подобную кривой /)[. Ясно, что кривая 
АМ будет кривой времен и что ее ординаты ВМ 
будут выражать времена, которые данное дви- 
жущее тело будет затрачивать для пробега рас- 
стояния АВ. 
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СледствиЕ |[] 


8. Предположим в общем случае, что сопро- 
тивление среды пропорционально какой-либо сте- 
пени скорости, показатель которой ==л. Тогда 
с помощью того же метода мы придем к следую- 
шему уравнению: 


или 


Взяв интегралы, мы получим 


а” 12-й =х-ф. 
п 2 
Уравнение показывает, что кривая скоростей 
РЕГ представляет собой гиперболу прип>2и 
параболу прил < 2, за исключением случая, когда 
п=]. 
В этом последнем случае ДЕР становится 
прямой линией. 


СлеЕхсТвиЕ Ш 


9. Кривая времен АМО для любой степени 
скорости определяется при помощи подстановки 
в уравнение 

ЧЕ = а ах 


© 


значения 4х, найденного в предыдущем следствии. 


11* 
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Сделав это, мы будем иметь 


Ф— — а’ до 


"ПД ) 


и его интеграл 


СЕ а" м-". 


1 —п 
В том случае, когда п==1, уравнение 
а’ах 
4 = — — 
© 
превратится в 
44 = ай _ аах. 
—_ о  фб-х’ 
так как в этом случае 
= —х. 


Отсюда видно, что кривая АМО в этом слу- 
чае будет также кривой логарифмов, с асимпто- 
той СК, проведенной перпендикулярно к прямой 
АС из точки С, в которой кривая скоростей, 
в этом случае превратившаяся в прямую, пересе- 
кает эту самую линию АС. Таким образом ВМ, 
совпадаюшая в точке С с асимптотой, стано- 
вится бесконечной, —откуда следует, что требуется 
бесконечно большое время, чтобы движущееся 
тело прошло конечное расстояние ДС. 

10. Если какое-нибудь тело непрерывно по- 
нуждается к движению вперед под действием 
движущей силы, толкающей его сзади, в то время 
как сопротивление среды, которую оно проходит, 
задерживает его спереди — как это имеет место 
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в случае с весомыми телами, падающими в воз- 
духе, в воде или в какой-нибудь другой сопро- 
тивляющейся жидкости, — то скорость тела будет 
увеличиваться или уменьшаться, смотря по тому, 
будет ли движущая сила больше сопротивления 
или меньше. Предыдущий метод определит в этом 
случае кривую приобретенных или остаточных 
скоростей, — нужно только брать разность дви- 
жущей силы и сопротивления среды. Эта раз- 
ность и есть единственная причина ускорения 
или замедления движения. 

11. Таким же образом нужно поступать в том 
случае, когда весомые тела, предоставленные сё- 
мим себе или брошенные по отвесному направ- 
лению в сопротивляющейся среде, падают вниз. 
Движущая сила, которая есть не что иное, как 
их вес, однородна и неизменна, сопротивление же 
пропорционально квадрату скорости. Остается 
лишь умножить эту разность, которая (если при- 
нять вес за единицу) равна 


на элемент времени, а именно на 


а ах 
Ф 


и мы будем иметь 


а ах «Ах _ (аа — ч9) ах 
% а аз 
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и, следовательно, 
ах 4и 1 а4% _ 1 аа 


— = —- 


ах =-= - --—_ 0%, 
аа —:- чо 2 ах 2 а-фч 


Интегрируя, мы получим 


х = = 5 а (а— 5): заЦа--э). 
Отсюда мы видим, что кривая скоростей 
строится при помощи кривой логарифмов. 

12. Здесь было бы уместно исследовать при- 
роду кривых, описываемых весомыми снарядами 
в воздухе, брошенными наклонно, но, так как я 
этот вопрос уже разбирал в другом месте“, я 
не буду здесь ни распространяться на эту тему, 
ни указывать читателю на то, что я опублико- 
вал по этому вопросу, —так как в этом случае 
меня узнали бы, а это противоречит намерениям 
Королевской академии наук. 


Глава ХИ 


НОВЫЙ СПОСОБ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЦЕНТРА КАЧАНИЯ 
СЛОЖНОГО МАЯТНИКА ПРИ ПОМОЩИ ТЕОРИИ ЖИ- 
ВЫХ СИЛ, ИЗЛОЖЕННОЙ В ЭТОМ СОЧИНЕНИИ 


1. Я закончу это Рассуждение несколькими 
замечаниями о центре качания сложного маят- 
ника, основывающимися на сохранении величины 
живых сил. Я льщу себя надеждой, что это бу- 
дет рассмотрено с удовольствием. 

Изыскание этого центра всегда казалось ин- 
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тересным и полезным. Среди тех, которые при- 
ступали к его определению, одни ошибались 
в своих рассуждениях, другие же давали реше- 
ние только после длинных и трудных блужданий, 
применяя различные методы, извлеченные из 
принципов, которые кажутся недостаточно есте- 
ственными. Образованные люди нашли, что прин- 
цип, употреблявшийся Гюйгенсом и предложенный 
им в качестве аксиомы, был немного смелым, 
так как этот принцип сам нуждается в доказа- 
тельстве. Гюйгенс* полагает, что если после 
того, как сложный маятник опустился с данной 
высоты и достиг вертикального положения, вдруг 
разделить составляющие его элементарные грузы 
так, чтобы каждый из этих грузов поднимался 
отдельно со скоростью, приобретенной им в мо- 
мент своего отделения, то центр тяжести этих 
грузов сможет подняться не выше той высоты, 
с которой он опустился“. 

Новая теория центра качания, которую можно 
найти в „Метонез Че ГАсаЧепуие“ за 1714 г., не 
опирается на необоснованные предположения и 
является общей. Однако хотя то, что там приво- 
дится из механики и достаточно обосновано, тем 
не менее приводимое там доказательство трудно 
и мало доступно для публики”. 


_* См. его сочинение „Ое Ногооз. сзсШа{.“, Нур. 1. раз. 
93 ., 
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2. Метод, которым пользуюсь я, тем более 
замечателен, что, не прибегая ни к каким новым 
принципам, я нахожу способ определения центра 
качания только из сохранения живых сил. В то 
же время этот метод вскрывает основания того, 
почему центр качания иногда совпадает с цент- 
и Вс С Н ром удара, который 

один известный автор3? 

совсем некстати смеши- 
вал с первым, будучи 
убежден, что эти два 
с центра по существу 
представляют одно по- 

ь Ннятие. 

3. Вообразим слож- 
ный маятник, состоя- 
щий например из трех 

грузов 4, В и С (рис. 19), связанных друг с дру- 
гом или нанизанных на несгибаемую линию НА, 
и пусть этот маятник совершает свои колебания 
вокруг оси Н. Пусть маятник начинает опускать- 
ся из горизонтального положения НА и достигает 
затем вертикального положения На. Приобретен- 
ные скорости будут относиться друг к другу 
как расстояния, —так как связанные негибкой 
линией НА грузы не могут двигаться один без 
другого. 

Представим себе далее, что эти грузы А, В 
и С стали свободными, превратившись в три про- 


Рис. 19. 
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стых маятника, опускаются каждый отдельно и, 
сделав одно полуколебание, приходят в верти- 
кальное положение На. Тогда приобретенные 
скорости будут по закону Галилея пропорцио- 
нальны квадратному корню из высот На, НЬ 
и Ас. 

4. Раз это известно, то я прошу, чтобы со 
мною согласились в том, что, когда грузы зай- 
мут наинизшее положение, то сумма живых сил 
этих грузов будет одна и та же, — независимо от 
того, будут ли они опускаться связанными вместе 
при помощи несгибаемой линии, или же каждый 
из них будет опускаться свободно, как простой 
маятник. Мне кажется, что такое положение мо- 
жет встретить значительно меньше возражений, 
чем положение Гюйгенса, поскольку опускание 
грузов в обоих случаях является результатом 
одной причины, а именно веса, который и за- 
ставляет их опускаться. Вес и производит в гру- 
зах определенное количество живой силы, каким 
бы способом они ни опускались, — лишь бы толь- 
ко каждый из них опускался с той же высоты, 
с которой он опускался бы, если бы представлял 
собой простой маятник. Это мне представляется 
очевидным. 

5. Итак, беря сумму живых сил для того слу- 
чая, когда грузы связаны при помощи несгибае- 
мой линии, и сумму тех же сил для случая их 
свободного падения, мы можем приравнять эти 
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две суммы. Полученное равенство и определит 
центр качания, т. е. длину простого маятника НС, 
изохронного со сложным маятником НСВА. 
Пусть 

НА=а, НВ=ь НС=си НС=х. 


Скорость центра С, в точке &, как и другие ско- 
рости, может быть обозначена, как угодно. Ноя 
обозначаю ее тоже через х, так как скорости грузов 
сложного маятника пропорциональны лишь рас- 
стояниям от точки Я. По этой же причине и ско- 
рость груза будет —=а, скорость груза В = фи 
скорость груза С = с. 


Таким образом сумма их живых сил будет 
равна 


аа А -- 5ЬВ -|- ссС. 


Если же теперь грузы опускаются отдельно, 
то их скорости при достижении самой низкой 
точки должны быть по закону Галилея пропор- 
циональны корню квадратному из вертикальных 
высот. Но так как скорость центра качания С 
была обозначена через х, то скорость свободного 
груза А=:- уах, скорость свободного груза 
В = Ур», а скорость свободного груза С=: У сх 83. 


Отсюда следует, что сумма их живых сил 
равна 


ахА -- 5хВ -—: с^С. 


Приравнивая две суммы, мы получим уравне- 
ние 


аа А -- 56В -|- ссС =ах А -- 6хВ - схС, 
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откуда 
ааА -:- БВ -. ссС 


Х —— ЧАТЬВ сб ° 


Длина простого маятника, изохронного со 
сложным маятником, равна частному от деления 
суммы произведений грузов на квадраты их рас- 
стояний от оси маятника на сумму произведений 
грузов на эти расстояния. А в этом и заклю- 
чается правило, данное Гюйгенсом* для опреде- 
ления центра качания, — правило, отныне покоя- 
щееся на бесспорных принципах: оно теперь под- 
тверждается законом сохранения живых сил. 


КОНЕЦ ПЕРВОГО РАССУЖДЕНИЯ. 


* См. „Ое Ногоос. оз 1Ша4.“, рао. 100. 


ДОБАВЛЕНИЕ К РАССУЖДЕНИЮ О ЗАКО- 
НАХ ПЕРЕДАЧИ ДВИЖЕНИЯ, 


В КОТОРОМ АВТОР БЕРЕТСЯ ДАТЬ ВЕРОЯТНОЕ 
ОБЪЯСНЕНИЕ ФИЗИЧЕСКОЙ ПРИЧИНЫ УПРУГО- 
СТИ 84 

Желательно, чтобы это „Добавление было 
прочтено после первой главы Рассуждения. 

1. Я написал Рассуждение [п тавп:5 оо[ит5$е за 
езЁ с намерением удовлетворить условиям премии, 
объявленной Королевской академией наук на 
1724 г. Дело шло об определении законов пере- 
дачи движения совершенно твердых тел. Фило- 
софы в различные времена имели различные 
понятия относительно природы твердости тел, а 
Академия не разъяснила, в каком смысле она 
понимала этот термин, и не предупредила о том, 
что под совершенной твердостью она подразуме- 
вает абсолютную несгибаемость. Я полагал, что 
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я вправе приписать слову „твердость“ тот смысл, 
который мне казался и который и до сих пор 
мне кажется наиболее соответствующим природе 
вещей. 

2. На этом основании я считал синонимами 
совершенную твердость и бесконечную тузость. 
Всякое тело, которое сплющивается под ударом 
другого тела и восстанавливается в своей перво- 
начальной форме, я называл тушм или упругим 
телом, и я считал, кроме того, что, чем сильнее 
тугость или упругость тела, тем меньше должно 
быть его сплющивание. Поэтому тела тем более 
приближаются к природе совершенно твердых 
тел, чем больше их упругость. В таком случае 
оставалось лишь предположить бесконечную или 
огромную тугость, чтобы получить тела совер- 
шенно твердые, т. е. тела бесконечно мало гибкие. 

3. Цель моя в Рассуждении заключалась 
в том, чтобы согласовать совершенную твердость 
с законами природы. И я показал, что общее 
мнение, считающее некоторые тела совершенно 
твердыми, лишенными какой бы то ни было гиб- 
кости, даже гибкости бесконечно малой, несов- 
местимо с законами природы. Это мнение может 
быть согласовано только с некоторыми из этих 
законов, в то время как оно опрокидывает дру- 
гие законы. Однако Академия в предисловии, 
напечатанном впереди сочинения, получившего 
премию, объявила, что, предлагая вопрос, она 
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слову „твердость“ придавала именно тот смысл, 
который я отвергаю и который, по моему мнению, 
физически не реален. 

Впрочем о моем Рассуждении там говорится 
с похвалой, и я прежде всего выражаю Академии 
благодарность за ту доброту, которую она про- 
явила своим вниманием к нему. Я признаюсь со- 
вершенно откровенно, что, не имея возможности 
вести рассуждения по вопросу, условия которого, 
мне казалось, противоречат законам природы, я 
ничем не был связан, когда я писал это сочине- 
ние. Я полагал, что необходимо заменить это 
понятие общим исследованием удара упругих 
тел. 

Далее я считал, что, если предположить бес- 
конечно сильную упругость, то это и означало бы, 
что тела бесконечно мало сгибаются под самым 
сильным ударом, и, следовательно, я дал правиль- 
ное и четкое определение совершенной твердости. 
В самом деле, чрезвычайно малое сплющивание 
можно принять за абсолютное несплющивание. 
В этом я подражаю геометрам и аналитикам, ко- 
торые, сравнивая бесконечно малые величины, 
т. е. элементы, с конечными величинами, прене- 
брегают ими и рассматривают их как точки, т. е. 
как абсолютные нули. 

4. Я могу быть довольным хорошим резуль- 
татом, который достигнут моим сочинением. Жи- 
вые силы, так отличающиеся от мертвых сил, 
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начинают входить в обиход, и я смею надеяться, 
что вскоре станет известным истинный способ их 
измерения. Для этого нужно будет лишь вду- 
маться с беспристрастным вниманием в те рас- 
суждения и доказательства, которые в большом 
числе можно найти в моем сочинении, 

Я не лишаю себя также надежды получить 
премию. Академия оставила за собой право при- 
судить ее сочинению, присланному в предыду- 
щие годы, и мое сочинение как раз соответствует 
теме, предложенной на 1726 г., где „требуется 
найти законы удара упругих тел“ и т. д. 

5. Однако Академия добавила новый вопрос, 
на котором я вовсе не останавливался в 1724 г., 
поскольку о нем тогда вовсе не было речи, но 
который уместно исследовать теперь: в настоя- 
щее время не просто ставится вопрос о „зако- 
нах удара упругих тел“, — мое первое Рассужде- 
ние отвечает на него вполне, — теперь Академия 
желает сверх того, чтобы эти законы были вы- 
ведены из „вероятного объяснения физической 
причины упругости“. И мне, чтобы выполнить 
это задание полностью, остается только приба- 
вить здесь к моему сочинению теорию упругости 
тел, которую я давно уже разработал. Я это 
сделаю тем охотнее, что моя теория мне пред- 
ставляется особенной, и при помощи ее я даю 
вероятное механическое основание не только 
для физической причины упругости, но также и 
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для главнейших явлений, наблюдающихся в упру- 
гих жидкостях. 

6. Было бы бесполезным подробно рассматри- 
вать различные высказывавшиеся философами 
взгляды на причину упругости. Я ограничусь 
лишь некоторыми замечаниями о самых правдо- 
подобных. 

Я не знаю, заслуживают ли опровержения 
взгляды тех, которые считают, что в упругих 
телах имеются элементарные корпускулы, от 
природы обладающие способностью расширяться, 
и которые не объясняют того, откуда происхо- 
дит эта самая способность. Эти философы оче- 
видным образом исходят из того, что как раз и 
требует объяснения. Ведь если это, по их мне- 
нию, врожденное и изначальное свойство не за- 
висит от расположения частиц, из которых со- 
стоят тела, то его так же нетрудно приписать 
сразу целым массам самых больших тел, как и 
самым маленьким частицам. Они не замечают 
того, что они открывают новое убежище для не- 
вежества и снова возрождают оккультные каче- 
ства, с полным правом изгнанные из науки. 

7. Новейшие физики пошли дальше: для объя- 
снения причины упругости они стараются при- 
менять законы механики. Но я из них не знаю 
никого, кто бы достаточно осветил этот вопрос 
и устранил те трудности, которые здесь имеются. 
Эти трудности столь значительны, что даваемые 
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объяснения не только далеки от того, чтобы 
основываться на подлинной механике, но часто 
они нарушают даже ее основные принципы. 

Почти все физики сходятся на том, что нужно 
прибегать к действию некотсрой жидкости, т. е. 
к тонкой материи, которая течет в порах упру- 
гих тел и дает им возможность распрямляться 
и восстанавливать свое первоначальное состо- 
яние, как только прекрашается сжимавшая их 
сила. Вообще говоря, они правильно ссылаются 
на эту тонкую материю, движения которой и 
представляют настоящую причину упругости тел. 
Но недостаточно просто предполагать постоянно 
движущуюся жидкость: необходимо еще выяснить 
ряд побочных обстоятельств и показать, какова 
природа подвижности этой жидкости, как ее под- 
вижность вызывает упругость, — так как мы знаем, 
что обыкновенное движение не способно на 
это. 

8. Некоторые например думают, что, как 
только упругое тело сжимается какой-нибудь вне- 
шней силой, то тонкая материя, заполняющая 
поры, выходит из этих пор; но, как только сила 
перестает действовать, она возвращается в те 
самые поры, откуда она была выгнана. Отсюда, 
по их мнению, необходимо следует, что это тело 
должно восстановить свою первоначальную форму. 
По их мнению, упругость состоит в этом напоре. 
Однако они не дают себе труда объяснить, что 
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же вынуждает тонкую материю входить в те са- 
мые ячейки, которые она прежде занимала, а 
также и то, почему она стремится в течение 
всего сжатия вернуться на то место, которое ею 
было покинуто. Может быть, они скажут, что, 
когда прекращается сжатие пор внешней силой, 
то масса окружающей тонкой материи благодаря 
своему сопротивлению как раз и отталкивает 
выходящую из них материю и гонит ее в сужен- 
ные поры? 

Но это рассуждение, кажущееся правдоподоб- 
ным на первый взгляд, не согласуется с основ- 
ными принципами гидростатики. В самом деле, 
из этих принципов вытекает, что наималейшая 
часть жидкости, заключенная в оболочку и поме- 
щенная в средину массы той же жидкости, ока- 
зывает сопротивление и уравновешивается всей 
массой жидкости, которая ее окружает. Поэтому, 
как бы ни заставляли часть жидкости выйти 
оттуда, сжимая содержащую ее оболочку, кото- 
рую для этого случая мы предположим гибкой 
и проницаемой со всех сторон, сомнительно, 
чтобы эта самая жидкость стремилась вернуться 
в оболочку после сжатия и заменить ту, которая 
ее оттуда выгнала. Гидростатика нас учит обрат- 
ному, а именно, что малая порция жидкости, 
оставшаяся в оболочке, своим пассивным сопро- 
тивлением уравновешивает давление всей внеш- 
ней массы, и все части жидкости — как большие, 
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так и малые — будут находиться во взаимном 
равновесии. 

Предположим например, что пористый пузырь 
наполнен обыкновенным воздухом и выставлен 
на открытый воэдух. Сжимая этот пузырь руками, 
мы заставляем воздух, в нем содержащийся, или 
часть его выйти вон. Разве можно утверждать, 
что внешний воздух вернется в этот пузырь и 
его стремительно надует? Конечно, нет, — опыт 
опровергает это, так как он показывает, что 
пузырь останется дряблым и при том независимо 
от того, —будет ли внешний воздух, куда вы- 
ставлен этот пузырь, спокоен или же он будет 
находиться в движении. 

Я не думаю, чтобы можно было возразить, 
что ячейки или поры упругого тела имеют-де 
структуру, отличающуюся от отверстий проница- 
емого пузыря. Ибо, во-первых, согласно с этим 
мнением, ячейки упругих тел должны быть от- 
крыты со всех сторон, поскольку они дают сво- 
бодный доступ тонкой материи. Во-вторых, их 
перегородки, подобно стенкам пузыря, должны 
быть гибки, так как они под давлением меняют 
свою форму. Ведь нельзя же сказать, что эти 
поры, будучи гибкими, имеют сверх того опре- 
деленную степень тугости, заставляющую их 
возвращаться к их первоначальной форме. Так 
как эта тугость и есть не что иное, как упру- 
гость, то потребовалось бы новое объяснение: 
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мы исходили бы из того, что как раз и нужно 
объяснить. 

9. Другие физическую причину упругости 
приписывают началу, мало отличающемуся от 
того, какое мы только что отвергли. Они рас- 
сматривают поры упругих тел, как особого рода 
маленькие трубки, способные сжиматься под дав- 
лением; тонкая материя, т. е. эфир, быстро про- 
текая по этим маленьким каналам, беспрерывно 
ударяется об их внутренние стенки. Когда при 
сжатии проходы сужаются и, вследствие этого, 
тонкая материя, движущаяся в них, приобретает 
значительно большую быстроту, то удары о стенки 
делаются сильнее. По мнению этих авторов, 
природа упругости состоит в увеличении этих 
боковых усилий тонкой материи. Этим и объяс- 
няют они то суммарное усилие, которое произ- 
водится сжатым телом, чтобы восстановить себя 
в своей первоначальной форме. 

10. Если это объяснение и кажется правдо- 
подобным, то нужно признать, что оно слишком 
легкомысленно, и стоит лишь немного пораз- 
мыслить, — как становится ясной его иллюзор- 
ность. В самом деле, этот способ объяснения 
причины упругости терпит крах прежде всего 
по тем же основаниям, о которых только что 
была речь, и, кроме того, некоторые дополни- 
тельные рассуждения покажут всю его несосто- 
ятельность. 
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Правда, мы знаем, — и здравый смысл это 
показывает, — что текущая жидкость должна 
приобретать тем большую скорость, чем уже 
пространство, через которое она вынуждена про- 
ходить; в противном случае через два отверстия 
неодинаковой ширины за одно и то же время 
не могли бы проходить одинаковые количества 
жидкости. И не менее верно то, что большая 
скорость в жидкости увеличивает натиск, с ко- 
торым она действует на стенку канала, и, чем 
быстрее течет жидкость, тем больше она стре- 
мится расширить свой проход. Мы знаем, что 
река принимает быстрое течение, когда широкое 
и просторное русло вынуждено сжаться между 
двумя высокими, узкими и крутыми берегами, и 
берега испытывают здесь значительно больший 
натиск со стороны потока, чем в местах, где 
вода находит достаточно пространства, чтобы 
распространиться в ширину. 

Однако необходимо учесть, при каких обсто- 
ятельствах вода ускоряет свое течение, когда 
она начинает сжиматься между двумя узкими бе- 
регами. Это происходит лишь тогда, когда вода 
вынуждена течь в своем русле, не имея возмож- 
ности вырваться ни в ту, ни в другую сторону. 
Если же при входе в узкий проход вода найдет 
другие открытые пути или же горизонтальную 
равнину, то, очевидно, она не войдет вся цели- 
ком в этот проход, а часть воды, встречая в уз- 
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ком месте больше сопротивления своему течению, 
чем до сих пор, потечет по тем путям, которые 
она найдет открытыми, или же распространится 
по равнине, — так что узкий проход примет воду 
пропорционально своей емкости. В природе жид- 
костей заключается свойство при встрече с пре- 
пятствием возвращаться назад и направляться 
по тому пути, где этих препятствий нет. Поэтому 
скорость потока в данном случае совсем не уве- 
личится. 

11. Необходимо различать движение свобод- 
ной жидкости и движение жидкости, заключенной 
в сосуде. Если движение происходит в канале 
с непостоянной шириной, из которого жидкость 
выйти не может, то, несомненно, жидкость будет 
ускорять свое движение всякий раз, когда она 
будет проходить из более широкого места в 6бо0- 
лее узкое. Но если жидкость имеет свободное 
прямолинейное движение, и если она при встрече 
с малейшим сопротивлением может распростра- 
няться во все стороны, то я утверждаю, что, 
если ей противопоставить какое-либо препятствие, 
например трубку, открытую с обоих концов и 
лежащую в том же направлении, то водяной 
цилиндр, равный по объему емкости трубки, вте- 
чет в трубку и пройдет через нее от одного 
конца до другого со скоростью, равной ско- 
рости всей массы жидкости, находящейся вне 
трубки. 
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Я утверждаю больше, а именно: если сжать 
достаточно сильно эту трубку, которую я пред- 
полагаю мягкой и сгибающейся, и сделать ее 
таким образом более узкой, то жидкость будет 
течь в ней не с большей быстротой, чем прежде, 
благодаря тому, что избыток этой жидкости, 
который не вместился в этой трубке, выльется 
и пройдет свободно мимо. 

Следовательно, со стороны внутренней жид- 
кости не будет заметно никакого сопротивления; 
давление ее будет уравновешено равным ему 
давлением внешней жидкости. Показать это не- 
трудно: в поток быстрой реки поместим доста- 
точное количество целых соломинок одинаковой 
длины, слабо связанных в пучок, притом поме- 
стим их в определенном положении, параллельно 
потоку воды, так что вода может свободно про- 
никать в эти трубочки. Я утверждаю, что можно 
сжимать этот пучок соломы в руках, так что 
емкость Трубочек, составляющих этот пучок, 
уменьшится, и мы не почувствуем при этом ни- 
какого сопротивления кроме того, которое про- 
исходит от тугости соломы и которое мы по: 
чувствуем везде: и вне воды так же, как в воде. 

Причина этого очевидна. В самом деле, лишь 
только трубочки сделаются более узкими, вода, 
потеряв возможность войти туда с прежней лег- 
костью, входит в них лишь в количестве, про- 
порциональном уменьшенному отверстию; избыток 
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же свободно возвращается наружу и следует, 
совместно с остальной водой, общему движению 
реки. 

Таким образом, так как нет никакой силы, 
заставляющей воду проходить через трубки сверх 
того, что их полости могут вместить без усилия, 
то, очевидно, вода, протекая через эти суженные 
трубки, и не приобретет никакого прироста 
скорости. 

12. Из того, что мы только что сказали, выводы 
сделать нетрудно. Сторонники взгляда, который 
я оспариваю, должны по необходимости принять 
поры в упругих телах открытыми, имеющими 
форму маленьких параллельных трубок и распо- 
ложенными так же, как и соломинки пучка, 
о котором я говорил. Движение тонкой материи, 
проникающей эти поры, они должны считать 
подобным движению воды, протекающей через 
вышеупомянутые трубочки. Но было доказано, 
что, даже когда трубочки сужаются, вода не 
приобретает больше силы для их расширения- 
Отсюда следует, по-моему, что и тонкая мате- 
рия, проникающая в трубочкообразные поры уп- 
ругих тел, не может производить больше усилия 
для их расширения, хотя бы они были сужены 
внешним сжатием. 

Следовательно, тело вовсе не будет восста- 
навливаться, а будет оставаться сплющенным; и, 
конечно, оно уже не будет упругим телом. Таким 
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образом этот способ объяснения причины упру- 
гости не соответствует действительности. 

13. Я не знаю, замечают ли те, которые за- 
ставляют воздух состоять из бесконечного мно- 
жества малых ветвистых частиц, гибких и посто- 
янно движущихся, — частиц, которые плавают 
в эфире и стремятся естественно выпрямиться, 
как только они будут сжаты какой-либо внешней 
причиной, —- замечают ли они, что они впадают 
в ошибку, называемую „порочным кругом“. 

В самом деле, они не видят того, что это 
стремление выпрямляться, которое эти люди не- 
известно почему приписывают маленьким сжатым 
частицам воздуха, и есть в точности как раз то, 
причину чего необходимо отыскать. 

14. Если некоторые физики полагают, что 
причина упругости состоит в усилии неощутимой 
жидкости, которая, двигаясь с быстротой в порах 
упругого тела, стремится непрерывно расши- 
ряться вследствие центробежной силы, то это, 
по-моему, и суть те, которые более всего при- 
ближаются к истине. Лишь бы эти философы, 
находясь в пределах природы, не приписывали 
причину этой силы какому-либо нематериальному 
и мнимому свойству или способности, как напри- 
мер антипатии или симпатии. 

15. Чтобы притти теперь к изложению моей 
теории о вероятной причине упругости упругих 
тел, я начну с того, что я исхожу из центро- 
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бежной силы, но доведенной до ясности. Под 
центробежной силой я подразумеваю силу, кото- 
рой обладают все тела, приведенные в круговое 
движение или же в движение по какой-либо 
другой кривой. Она заключается в стремлении 
каждого тела двигаться по прямой линии в сог- 
ласии с основным законом природы, который 
требует, чтобы всякое тело продолжало двигаться, 
насколько возможно, по тому направлению, ко- 
торое оно имеет в данный момент. Чтобы свер- 
нуть тело с его прямолинейного движения и 
чтобы заставить его описывать кривую линию, 
необходимо непрерывно прилагаемое действие, 
которое поддерживало бы движение по этой кри- 
вой линии, так как, если это действие прекра- 
тится хотя бы на одно мгновение, то сейчас же 
тело начнет двигаться по касательной к этой 
кривой. 

А так как нет действия без противодействия 
и так как действие, которое сворачивает тела 
с их прямолинейного движения, есть внешний им- 
пульс или давление, то очевидно, что противо- 
действие, которое дает себя чувствовать со сто- 
роны движущегося тела, есть не что иное, как 
ТО „сопротивление“, которое встречают всякий 
раз, когда хотят изменить состояние тела, и ко- 
торое зависит частично от инерции, т. е. от ко- 
личества материи и частично от скорости, с ко- 
торой тело движется, 
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Такова та „центробежная сила“, которую я 
признаю. 

16. Это вовсе не воображаемое качество, так 
как она имеет вполне реальные свойства, дока- 
занные искусными геометрами и между прочим 
Гюйгенсом в прекрасных теоремах, которые он 
впервые опубликовал в конце своего сочинения 
„Де Ногоое1о озсШаюопо“. 

Из второй и третьей его теорем легко заклю- 
чить, что центробежная сила тела, движущегося 
по окружности, пропорциональна произведению 
массы на квадрат скорости, деленному на радиус. 
Эта теорема мне будет служить для объяснения 
причины одного из наиболее интересных явлений, 
наблюдаемых в упругих жидкостях и необходимо 
связанных с их природой. 

Эго явление, обнаруживаемое в опыте, заклю- 
чается в том, что сила упругости всякой сжатой 
жидкости увеличивается пропорционально плот- 
ности, к которой приведена жидкость. Если воз- 
дух естественной консистенции, заключенный 
в сосуд, может поддерживать силой своей упру- 
гости столб ртути в 28 дюймов высоты, то этот 
же воздух поддержит в два раза большую высоту, 
если он заключен в объем в два раза меньший, 
или, что то же самое, если втот же самый сосуд, 
в котором был заключен этот воздух, ввести 
новое количество воздуха, равное тому, какое 
там уже было. 
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Хотя все убеждены в истинности этого факта 
вследствие многократно повторенных опытов, но 
я не знаю никого, кто бы брался дать этому 
физическое объяснение. Да и как это сделать? 
Теории о причинах упругости, опубликованные до 
сего времени, так мало основываются на зако- 
нах природы, что из них невозможно вывести 
объяснения этого положения. 

Моя теория дает это объяснение с необыкно- 
венной легкостью. Я льщу себя надеждой, что 
в этом полностью убедится всякий, кто потру- 
дится с некоторой долей внимания рассмотреть 
то, что я буду иметь честь изложить ниже в этом 
сочинении. 

17. Я уже намекал (пункт 7), что главная и 
первоначальная причина упругости тел, как жид- 
ких, так и твердых, зависит от движения неко- 
торой тонкой материи. Я не говорю, что эта ма- 
терия, будучи в движении, становится сама 
упругой. Я исхожу из того, что движение этой 
тонкой материи необходимо должно увлекать 
более крупные частицы, которые в ней плавают; 
в силу этого указанные частицы вовлекаются 
в круговое движение и приобретают вследствие 
этого центробежную силу *, а эта сила, беспрерыв- 
но стремясь расширить ту темницу, которая удер- 
живает частицы, действует с напором на внутрен- 
нюю поверхность вместилища, в которое они 

* См. п. 1$. 
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заключены. Следствием этого стремления и 
является сила упругости. Более подробно это 
я понимаю следующим образом. 

18. Пусть некоторое пространство, например 
стеклянный колокол воздушного насоса какой 
угодно формы, заполнен тонкой материей. Как 
известно, эта материя без труда проходит через 
самые тонкие отверстия всех чувственных тел; 
поэтому она будет легко проходить и сквозь поры 
стеклянного колокола. Пусть в колоколе кроме 
тонкой материи имеются и корпускулы. Они 
слишком крупны, чтобы иметь возможность выйти 
наружу сквозь поры колокола, но они свободно 
могут плавать в тонкой материи, оставляя между 
собой столь обширные промежутки, что, если все 
эти корпускулы собрать в одну кучу, то они не 
будут занимать, может быть, и стотысячной доли 
всего сосуда. Пусть, наконец, эти самые корпус- 
кулы весьма восприимчивы к движению, но в раз- 
ной степени — одни более, другие менее, в зави- 
симости от формы. 

19. Пока я считал тонкую материю в колоколе 
покоящейся. Посмотрим теперь, что должно 
произойти, когда эта материя, беспрерывно пе- 
редвигаясь в пространстве, пересекает колокол, 
быстро проникая в него со всех сторон. Оче- 
видно, что вышеупомянутые корпускулы, размер 
которых не позволяет им выйти из колокола 
сквозь поры, будут увлекаться туда и сюда силь- 
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ным потоком этой материи и придут поэтому 
в крайне нестройное колебание, ударяясь друг 
о друга беспорядочным образом. Каждая из этих 
корпускул, двигаясь, таким образом, во все сто- 
роны, будет встречать препятствия со стороны 
других корпускул, нарушающих ее прямолиней- 
ное движение, и будет искать возможность дви- 
гаться таким образом, чтобы встречать меньще 
препятствий со стороны движения других корпус- 
кул; я хочу сказать, она будет изменять свое 
прямое движение в движение круговое вокруг 
некоторого центра. Таким образом, движущаяся 
корпускула, которую я буду в дальнейшем назы- 
вать „ротатором“ 85, будет описывать свой соб- 
ственный круг, больший или меньший, в зависи- 
мости от того, будет ли она обладать большей 
или меньшей скоростью; я уже заметил, что все то, 
что движется по кругу, не получает одной и той же 
скорости вследствие движения тонкой материи. 

20. Есть различного рода ротаторы. Возьмем 
несколько ротаторов одного и того же рода. Они 
все движутся вокруг одного общего центра, на 
одинаковых расстояниях от него, но при этом 
описывают различные плоскости, проходящие 
через общий центр их движения; таким образом, 
все окружности, описываемые этими ротаторами 
вокруг одного и того же центра, будут большими 
кругами сферы. Число таких ротаторов может 
быть столь велико, что вся сферическая поверх- 
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ность будет как бы усеяна этими маленькими 
ротаторзми, которые быстрыми и различными 
движениями будут пробегать всегда равные ок- 
ружности или же, по крайней мере, дуги больших 
кругов. Я говорю дуги, так как может случиться, 
что многие ротаторы, встречаясь в точках, где 
пересекаются их круги, должны будут свертывать 
с своего пути. Скорость при этом у них не ме- 
няется, так как движение тонкой материи всегда 
поддерживает у них определенную величину 
скорости, которую она им однажды сообщила. 
Отсюда легко заключить, что дуги, описываемые 
в различных плоскостях каждым ротатором, всегда 
будут частями больших кругов. В самом деле, 
если предположить, что ротатор будет описывать 
меньший круг с той же скоростью, то он при- 
обретет вследствие этого более значительную 
центробежную силу, которая заставит описывае- 
мый им небольшой круг растянуться так, что он 
превратится в большой круг, и таким образом цент- 
робежная сила станет равной центробежной силе 
других ротаторов. 

21. Так как число ротаторов одного и того же 
рода, без сомнения, слишком и слишком велико, 
вследствие чего они не могут двигаться на одной 
и ТОЙ же сферической поверхности, не мешая 
друг другу, то легко понять, что они должны 
образовать большое число этих сферических 
поверхностей, из которых каждая будет двигаться 
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вокруг своего отдельного центра, приблизительно 
так же, как это делают пчелы (если позволено 
мне будет воспользоваться таким сравнением), 
которые разделяются на различные рои, когда 
они слишком многочисленны, чтобы составлять 
один рой. 

22. Рассмотрим теперь, как расположены 
в стеклянном колоколе все эти сферические по- 
верхности, и каковы те усилия, которые они 
производят одна на другую, а также на внутрен- 
нюю поверхность колокола, который препятствует 
им расширяться. 

Легко понять, что 1”. все поверхности, боль- 
шие и малые, всех размеров, будут рассеяны по 
всему объему колокола подобно тому, как все- 
ленная, по мнению Декарта, заполнена вихрями 
различной величины. И в самом деле, на каком 
основании в одной части колокола должно нахо- 
диться сферических поверхностей одного какого- 
нибудь рода больше, чем в какой-либо другой части? 

2°. Езли мы допустим, что наибольшие сферы 
рассеяны одинаково по всему объему колокола, 
следующие же за ними по величине займут про- 
межутки, оставшиеся от первых так же, как 
сферы третьего порядка разместятся в проме- 
жутках между вторымии т. д. до бесконечности, 
то каждая сферическая поверхность будет окру- 
жена со всех сторон бесконечным числом мень- 
ших поверхностей всевозможных размеров. 


ДОБАВЛЕНИЕ 193 


3°. А так как каждая из этих поверхностей 
кишит ротаторами, движущимися со скоростями, 
соответственными величине их сфер, и так как 
каждый из этих ротаторов приобретает, вслед- 
ствие своего движения, центробежную силу, то 
очевидно, что все эти сферы, внутренность кото- 
рых наполнена лишь тонкой материей, будут 
беспрерывно стремиться расширяться во все сто- 
роны таким образом, что все точки их поверх- 
ностей одновременно стремятся удалиться от 
центра их вращения. Эти сферы можно было бы 
сравнить с мыльным пузырем, который расши- 
ряют при помощи воздуха, вводимого через тру- 
бочку; здесь будет только та разница, что поверх- 
ность мыльного пузыря толкается изнутри 
наружу посторонней силой, в то время как сфе- 
рические поверхности сами стремятся расши- 
риться вследствие центробежной силы, пребываю- 
щей в самих ротаторах, из коих и состоит 
каждая сферическая поверхность. 

4°. Каждая из этих сфер может в действи- 
тельности увеличиваться вследствие расширения 
ее поверхности в том случае, если им не мешают 
соседние сферы, стремящиеся тоже к расшире- 
нию. 

5°. Но мы знаем, что между давлениями, ко- 
торые оказывают одни сферы на другие, имеется 
совершенное равновесие. Это значит, что каждая 
из этих сфер, как большая, так и малая, обла- 
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дает одинаковой силой, которая и уравновеши- 
вает усилие тех сфер, которые ее окружают, и 
препятствует ей уступать давлению с их стороны. 

23. Раз все это так, то я делаю отсюда сле- 
дующие выводы: 

1°. Необходимо, чтобы ротаторы, движущиеся 
по сферическим поверхностям различных разме- 
ров, обладали скоростями, пропорциональными 
квадратным корням из радиусов их сфер, ибо 
только в этом случае центробежные силы будут 
равны, по изложенному в пункте 16, и только 
в этом случае сферические поверхности, кото- 
рые я в дальнейшем буду называть „полыми 
сферами“ или просто сферами, будут равными и 
противоположными давлениями удерживаться в со- 
вершенном равновесии, хотя они и не равны по 
величине. 

2’. Так как сферы, смежные со стенками ко- 
локола, не находят противодействия со стороны 
этих стенок, если не считать пассивного сопро- 
тивления, т. е. жесткости колокола, то очевидно, 
что вся внутренняя поверхность этого колокола, 
вынужденная выдерживать усилие соприкасаю- 
щихся с нею сфер, будет беспрерывно подвер- 
гаться давлению изнутри наружу во всех ее точ- 
ках по перпендикулярным к поверхности напра- 
влениям. 

3°. Сферы, которые не касаются стенок ко- 
локола, делают лишь только то, что взаимно 


ДОБАВЛЕНИЕ 195 


уравновешивают друг друга и служат, таким об- 
разом, исключительно опорой для сфер, которые 
касаются стенок. Очевидно, что лишь эти послед- 
ние производят то усилие, которое наблюдается 
на внутренней поверхности колокола. Здесь про- 
исходит то же самое, что при давлении несколь- 
ких пружин, расположенных по прямой линии, о 
которых я говорил в моем Рассуждении (гл. У[, 
п. 3), где я показал, что сила Г, препятствующая 
спуститься четырем одинаковым пружинам АСВ, 
ВЕР, ОСЕ и ЕН (рис. 9) равна силе Р, которая 
сопротивляется одной из этих пружин, например 
пружине АСВ. 

4°. Отсюда следует, что полное давление, 
которое испытывает внутренняя поверхность ко- 
локола, должно зависеть не от числа всех сфер, 
содержащихся внутри его, а только от числа 
сфер, примыкающих к поверхности. 

5°. Таким образом, если все множество наших 
полых сфер перенести в другой сосуд такого же 
объема, но другой формы, то полное давление, 
которое будет испытывать второй сосуд, будет 
или сильнее, или слабее, смотря потому, будет ли 
его поверхность больше или меньше, чем поверх- 
ность первого. 

6°. Отсюда также следует, что сосуд, менее 
обширный, чем первый, хотя он сможет вместить 
лишь часть полых сфер, может, однако, испыты- 
вать большее давление, если его внутренняя 
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поверхность больше, чем поверхность первого 
сосуда. 

24. После всего того, что я только что ска- 
зал, нетрудно будет установить, в чем может 
быть вероятная причина упругости упругих тел. 
Действительно, первоначальную причину упруго- 
сти можно приписать только тонкой материи, 
такой, как я ее описал. И это относится ко всем 
упругим телам, будут ли эти тела сами жидкие, 
как простой воздух, которым мы дышим, или же 
тела будут твердыми и тугими. Во всех этих 
случаях между земными частицами 8", из которых 
состоит жидкое, т. е. текучее, вещество, находятся 
полые сферы, стремящиеся беспрерывно расши- 
ряться вследствие центробежной силы их ротато- 
ров. Движение последних сообщает этим земным 
частицам силу, т. е. стремление, удаляться друг 
от друга и занимать, таким образом, больший 
объем сравнительно с прежним. И вот вследствие 
этой-то силы, т. е. этого стремления полых сфер 
к расширению, жидкость, в которой они нахо- 
дятся, называется „упругой“. 

Таков не только обыкновенный воздух, но и 
спирт-ректификат и другие крепкие напитки, ко- 
торые стремительно расширяются, как только 
будет устранено внешнее давление воздуха, удер- 
живающего полые сферы в сжатом состоянии, 
или когда центробежная сила ротаторов будет 
увеличена вследствие увеличения скорости, выз- 
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ванной теплом или какой-либо другой посторон- 
ней причиной. 

Мы знаем также, что винный спирт, помещен- 
ный в воздушный насос, усиленно кипит, а бу- 
дучи помещен в более горячий воздух, он заметно 
расширяется. Сами термометры представляют 
собою доказательства излагаемого мною. 

Здесь можно было бы говорить об удивитель- 
ных явлениях брожения и химических шипениях 
и в особенности о действии зажженного пороха, — 
если бы мне позволяла тема. Все эти явления 
естественно вытекают из моей теории причины 
упругости. 

25. Вероятную причину упругости у упругих 
тел указать также нетрудно. Представим себе, 
что эти тела подобны губке и наполнены малыми 
полостями или ячейками, каждая из которых 
заключает в себе полые сферы, которые вместе 
с земными частицами составляют то, что мы 
только что назвали „упругой жидкой материей“. 
Представим себе еще, что кроме ячеек имеется 
еще бесконечное множество весьма узких пор, 
через которые тонкая материя может свободно 
проходить из одной ячейки в другую, но кото- 
рые слишком малы для того, чтобы через них 
могли проходить ротаторы. 

Таким образом тугое, т. е. упругое, тело нами 
рассматривается как собрание маленьких резер- 
вуаров, каждый из которых содержит упругую 
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жидкую материю в количестве, пропорциональ- 
ном его объему. Тело, имеющее такое строение, 
будет сплющиваться или сжиматься лишь в том 
случае, если часть его ячеек сузится и заклю- 
ченные в них полые сферы, стягиваясь соответ- 
ственным образом, также сделаются значительно 
меньшими. 

Ротаторы этих сфер принуждены будут в та- 
ком случае описывать значительно меньшие круги, 
сохраняя ту же самую скорость. Тонкая материя, 
которая им сообщает скорость, продолжает пре- 
бывать все время в движении, каково бы ни было 
сжатие пор и ячеек, как я это показал в пп. 11 
и 12. Отсюда следует, что каждый ротатор будет 
обладать тем большей силой, чем больше умень- 
шается радиус сферической поверхности, по 
которой он обращается, так как центробежные 
силы одинаковых тел, имеющих одинаковые 
скорости, обратно пропорциональны радиусам 
кругов. 

Сферические поверхности, т.е. полые сферы, 
заключающиеся в суженных ячейках, будут по- 
этому проявлять сильное стремление расши- 
риться, --- стремление, которого они не имели до 
сжатия ячеек. Вот в этом стремлении, в этом 
усилии, непрерывно производимом на стенки 
ячеек, и состоит как раз свойство упругих тел. 
Это я и хотел выяснить. 


ДОБАВЛЕНИЕ 199 


СЛЕДСТВИЕ | 


26. Так как упругость твердых тел происхо- 
дит от усилия, производимого жидкой материей, 
заключенной в указанных ячейках, то легко ви- 
деть, почему некоторые тела совершенно упруги, 
а другие тела несовершенно упруги. 

Действительно, тело будет совершенно упру- 
гим, если волокна, из которых состоят ячейки, 
достаточно прочны, чтобы при сжатии противо- 
стоять усилию сфер. Если ни одна из них не 
лопается, то все ячейки восстанавливаются в пер- 
воначальном виде. Наоборот, тело будет только 
несовершенно упругим, если структура волокон 
такова, что только часть ячеек, сжатых под да- 
влением, восстанавливается, в то время как дру- 
гая часть лопается. 


СледствиЕ |] 


27. Все, что увеличивает скорость ротаторов 
на поверхностях сфер, увеличивает также и силу 
упругости упругой жидкости. Чем больше дела- 
ется Центробежная сила ротаторов вследствие 
увеличения их скорости, тем сильнее полые сфе- 
ры стремятся расширяться. Го этой причине 
воздух, заключенный в фиал, будучи поднесен 
к огню, ломает его, выходя с шумом из него. 
Тепло приводит в сильное движение тонкую ма- 
терию, а эта последняя, увеличивая быстроту 


200 — РАССУЖДЕНИЕ О ЗАКОНАХ ПЕРЕДАЧИ ДВИЖЕНИЯ 


ротаторов, увеличивает их центробежную силу. 
Отсюда и происходит упругость жидкой материи. 
И в тот момент, когда стенки фиала уже не 
в состоянии сдерживать усилие, с которым по- 
лые сферы стремятся к расширению, в этот мо- 
мент стекло непременно лопается с треском. 


СледствиЕ Ш 


28. От этого же зависит физическая причина 
того, почему некоторые тела, ячейки которых 
состоят из мало гибких волокон — каковы напри- 
мер стекло, хрусталь и различные сорта камней, — 
будучи брошены в огонь, разрываются на части: 
ротаторы упругой жидкости, заключенной в ячей- 
ках этих тел, понуждаемые теплом двигаться 
с исключительной скоростью, расширяются столь 
бурно, что разрывают эти ячейки, неспособные 
сдержать столь большого усилия, и, вырываясь 
из тел во все стороны, оставляют на них бес- 
конечное число трещин или углублений. Эти 
тела теряют, как известно, свою упругость при 
обжиге. 


СлдствиЕ [\ 


29. Другие тела, как например металлы, 
имеют совершенно иную структуру и волокна их 
ячеек способны к растяжению. Поэтому, вслед- 
ствие расширения ячеек, прежде чем сломаться, 
они растягиваются. Известно, что целостность 
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таких тел сохраняется, несмотря на то, что объем 
их увеличивается под действием тепла, если 
только тепло не достаточно для плавления. 

Это находится в полном согласии с опытом, 
который показывает, что железная пластина, на- 
каляясь на огне, заметно увеличивается во всех 
своих измерениях. 

Однако необходимо заметить, что и тела 
наиболее хрупкие, и тела наиболее тугие, и та- 
кие, о которых я говорил в предыдущем след- 
ствии, — все обладают волокнами хоть сколько- 
нибудь растяжимыми, так что прежде, чем сло- 
маться, они немного гнутся, а умеренное тепло 
расширяет их прежде, чем разъединить на малые 
частицы. Даже камень подчиняется этому закону, 
и глыба мрамора, при тщательном измерении, 
оказывается летом длиннее, чем зимою. 

30. Я возвращаюсь к упругим жидкостям: 
теперь будет легко объяснить и последние из 
их свойств. Дело идет о весьма известном факте, 
о котором я говорил в следствии П, а именно 
о том, что тепло увеличивает силу упругости 
заключенного в фиале воздуха. До сего времени 
недостаточно обращалось внимания на то отно- 
шение, которое может существовать между раз- 
личными степенями тепла и увеличениями сил 
упругости воздуха, которые причиняют тепло. Я 
это понимаю следующим образом. 

Так как тепло заключается в бурном движе- 
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нии тонкой материи, которая с легкостью про- 
никает в самые плотные тела и которая приво- 
дит в движение ротаторы в этих телах, то оче- 
видно, что скорость их движения есть мера сте- 
пени тепла, или, что то же самое, интенсивность 
тепла пропорциональна скорости ротаторов дан- 
ного рода. Поэтому, если скорость увеличивается 
например вдвое, то нужно заключить, что тепло, 
которое произвело это приращение скорости, 
в два раза интенсивнее того тепла, которым 
тело обладало до приращения. 

31. Найдем способ измерять величину скоро- 
стей, которые могут иметь ротаторы. Центро- 
бежные силы ротаторов одного и того же рода, 
т. е. таких ротаторов, которые описывают оди- 
наковые окружности, относятся между собой, 
как квадраты их скоростей. Но я доказал, что дей- 
ствие этих центробежных сил есть не что иное, 
как сила упругости упругой жидкости. Таким 
образом мы будем иметь истинную меру силы 
упругости, а также и меру степени теплоты, при- 
веденную к весу. 

Интенсивность теплоты будет пропорциональ- 
на квадратному корню из сил упругости, т. е. 
из веса, который может удержать упругая жид- 
кость, то более, то менее согретая. Возьмем на- 
пример два полых цилиндра А и В (рис. 20), 
совершенно одинаковых по ширине и высоте, 
закрытых снизу и открытых сверху и наполнен- 


ДОБАВЛЕНИЕ 293 


ных оба воздухом одинаковой плотности. Пусть 
в этих цилиндрах, по предположению, будет в на- 
чале одна и та же температура, что и у наруж- 
ного воздуха. Пусть, кроме того, два поршня [.М 
и М№Р, в точности закрывающие отверстия ци- 
линдров, могут двигаться без 
трения снизу вверх и сверху 
ВНИЗ. 

Очевидно, что эти поршни, 
рассматриваемые, как невесо- 
мые, будут оставаться в равно- 
весии, как одинаково сжатые 
снизу и сверху, — с одной сто- 
роны внешним воздухом, а с 
другой стороны такой же по 
величине силой упругости воз- Рис. 20. 
духа, находящегося внутри. 

Предположим теперь, что внешний воздух 
удален и заменен двумя грузами А и 5, из коих 
каждый равен давлению внешнего воздуха, ранее 
давившего на поршень. Грузы будут также дер- 
жать поршни в равновесии, уравновешивая уси- 
лие внутреннего воздуха, который, будучи заклю- 
чен в цилиндрах А и В, действует на поршни 
и старается поднять их своей упругостью. Оче- 
видно, что это равновесие будет соблюдаться до 
тех пор, пока воздух в Ди В будет оставаться 
в своем первоначальном состоянии естественного 
тепла, 
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Но если в одном из этих двух цилиндров 
с воздухом, например в В, прибавится новая 
степень тепла, то его упругость возрастет, и он 
поднимет поршень, если только нагрузка не бу- 
дет увеличена новым грузом Г. Пусть теперь 
грузы Ги 5 взяты одновременно, т. е. взят та- 
кой вес, какой нужен для того, чтобы воздух, 
заключенный в В, не поднимал поршень М№Р. Я 
утверждаю, что на основании того, что я только 
что выяснил, теплота естественного воздуха, за- 
ключенного в 4, относится к увеличенной тепло- 
те в В, как УЮ к! (5 Т). 

32. С помощью этого метода или же с по- 
мощью других равноценных методов, более лег- 
ких на практике, так как настоящий способ пред- 
ложен мною лишь для лучшего выяснения моей 
мысли, нетрудно определить соотношение, кото- 
рое существует между теплом воздуха летом и 
теплом того же воздуха зимой. 

Я убежден, что тепло воздуха летом не на- 
столько превосходит тепло воздуха зимой, как 
это обыкновенно думают, и пусть никто не уди- 
вляется, если я некоторую степень тепла буду 
приписывать и зимнему воздуху. В самом деле, 
самый лютый мороз вызывается только лишь 
уменьшением, но не полным уничтожением 
тепла, и не может быть столь холодно, чтобы 
нельзя было сделать еще холоднее. Таким 
образом, как бы нашим чувствам ни казалось 


ДОБАВЛЕНИЕ 205 


холодно, всегда сохраняется некоторый остаток 
тепла. 

33. Одно из наиболее любопытных свойств 
воздуха, это — постоянство Отношения между его 
упругостью и плотностью. Опыт показывает, что 
один и тот же воздух, обладающий одной и той 
же степенью тепла, становится тем более упру- 
гим, чем к большей плотности его приводят. 
Усилия, с которыми воздух стремится расши- 
риться, находятся всегда в отношении их плот- 
ностей. 

Плотность воздуха измеряется количеством 
воздуха, содержащегося в данном объеме, или, 
обратно, объемом, занимаемым данным количе- 
ством воздуха. Так например, если поршень воз- 
душного насоса, наполненного воздухом, будет 
опущен до половины глубины цилиндра, так что 
воздух, занимавший сначала всю полость, потом 
начинает занимать лишь половину, то этот воз- 
дух, сжатый и заключенный в объем, в два раза 
меньший, чем его первый объем, будет иметь 
в два раза большую плотность, сравнительно 
с той, которую он имел до перемещения поршня. 
Остается показать, почему в этом состоянии 
сжатия воздух выталкивает поршень с удвоенной 
силой. В самом деле, в первоначальном есте- 
ственном своем состоянии внутренний воздух 
выталкивал поршень наружу с такой же силой, 
с какой внешний воздух вталкивал его внутрь; 
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в состоянии же сжатия, о котором мы только 
что говорили, для того, чтобы воспрепятствовать 
поршню вернуться в его прежнее положение, 
нужно кроме силы внешнего воздуха, углубляю- 
щей поршень, добавить в точности такую же 
силу, равную силе внешнего воздуха. 

Если поршень углубить в цилиндр таким обра- 
зом, что заключенный воздух будет сжат до 
одной трети высоты, которую он занимал прежде, 
то воздух, сжатый таким образом, будет в три 
раза плотнее и будет выталкивать поршень с 
утроенным усилием, ибо, чтобы воспрепятство- 
вать возвращению поршня, необходимо будет 
присоединить к давлению внешнего воздуха еще 
силу, в два раза большую, чем это давление, 
и произвести таким образом на поршень усилие, 
равное усилию сжатого воздуха. Во всех подоб- 
ных случаях опыт это как раз и подтверждает. 

Я исключаю отсюда чрезвычайно большие 
давления, при которых силы упругости увеличи- 
ваются в значительно большем отношении, чем 
плотности. В этих случаях общее правило начи- 
нает немного удаляться от этой пропорции. При- 
чину этого открывает моя теория. 

34. Возьмем снова два одинаковых цилиндра 
А иВ (рис. 20), которые мы брали в пункте 31, 
и предположим, что внешний воздух, который 
ранее действовал на поршни СМ и №Р, отсут- 
ствует. Предположим далее, что цилиндр А на- 
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полнен воздухом в естественном состоянии, а 
цилиндр В содержит в восемь раз больше воз- 
духа: воздух в этом цилиндре будет в восемь 
раз плотнее, чем воздух в цилиндре А. Пусть на 
поршни [Ми №Р положены грузы А и э-- Т,и 
веса этих грузов в точности уравновешивают те 
усилия, с которыми заключенный в цилиндрах А 
и В воздух стремится поднять поршни. Таким 
образом грузы А и 5-!- Т обозначают силы упру- 
гости воздуха в АД ив В. Требуется доказать, 
что 

К __1 

УТ 38° 

Это я выполняю следующим образом. 

35. Так как в пространстве В, по предположе- 
нию, в восемь раз больше воздуха, чем в про- 
странстве /, то очевидно, что все структурные 
свойства воздуха в В будут увеличены в восемь 
раз по сравнению с воздухом, находящимся в А 
в естественном состоянии, и дело происходит 
так, как если бы в цилиндр В я ввел последо- 
вательно восемь цилиндров естественного воз- 
духа, и каждый из этих цилиндров равен цилин- 
дру А. 

В цилиндре В поэтому будет в восемь раз 
больше земных частиц и в восемь раз больше 
полых сфер различных видов, чем в цилиндре 4. 
Они будут смешаны между собой таким же обра- 
зом, каки в цилиндре А, с той только разни- 
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цей, что в В все размеры полых сфер будут 
в два раза меньше тех, которые находятся в Д. 
Я хочу сказать, что вследствие сжатия радиус 
каждой из сфер будет в два раза меньше, и рас- 
стояние ротаторов от центров сфер будет также 
в два раза меньше. В этой пропорции и должны 
уменьшиться соответственные размеры для того, 
чтобы число сфер в В было в восемь раз боль- 
ше, чем в 4. Смысл этого ясен. Самое незначи- 
тельное знакомство с принципами геометрии убе- 
ждает в том, что в данном случае число полых 
сфер любого определенного рода в цилиндре В 
должно относиться к числу соответственных сфер 
в цилиндре 4, равном цилиндру В, так же, как 
кубы обратных величин радиусов сфер. 

Заметьте, что я здесь предполагаю объемы А 
и В неизмеримо большими, чем самая большая 
из полых сфер; иначе могло бы случиться, что 
отношение кубов обратных величин было бы со- 
всем неточным. 

36. Из тех же принципов геометрии следует 
также, что множество сфер любого определен- 
ного рода, примыкающих к поршню МР, так 
относится к множеству таких же сфер, примы- 
кающих к поршню [./М, как квадраты обратных 
величин их радиусов, так как поршни МР и 2М 
представляют собой два равных круга. Поэтому 
в данном случае в поршень №Р упирается в че- 
тыре раза больше сфер всякого рода, чем в пор- 
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шень [М. Но так как из всех сфер, заключаю- 
щихся в цилиндре, поршень испытывает давле- 
ние лишь со стороны тех, которые непосред- 
ственно его касаются, как мы это показали 
в замечаниях Зи 4 пункта 23 этого Рассуждения, 
то здесь остается лишь исследовать, насколько 
полное давление сфер, упирающихся в поршень. 
№Р, превосходит давление, производимое сфе- 
рами, находящимися в цилиндре А, на поршень 
ГМ, причем число первых в четыре раза боль- 
ше числа вторых. 

Вычисление этого нетрудно, и вот оно: так 
как радиус каждой сферы вследствие сжатия 
уменьшен в два раза, как говорилось в предыду- 
щем пункте, а ротаторы продолжают двигаться 
и после сжатия по соответствующей сферической 
поверхности с той же скоростью, потому что 
предполагается то же самое тепло, то на осно- 
вании теоремы пункта 16 очевидно, что каждый 
ротатор будет обладать вдвое большей центро- 
бежной силой по сравнению с той, которую он 
имел до сжатия, и каждая полая сфера, сведен- 
ная к половине своего радиуса, будет стремиться 
расшириться с удвоенной силой. 

Таким образом поршень ЛР будет находиться 
под давлением учетверенного числа сфер, а каж- 
дая из этих сфер имеет в два раза больше силы; 
отсюда следует, что полное давление на МР 
будет в дважды-четыре раза, т, е. в восемь раз, 
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больше, чем давление, с которым воздух в своем 
естественном состоянии действует на поршень [.М. 

Таким же рассуждением можно доказать, что 
давление ва М№Р должно быть в 27 раз больше, 
если воздух в Вв 27 раз плотнее, чем воздух 
в А вестественном состоянии. В самом деле, каж- 
дая полая сфера вследствие сжатия сводится 
к одной трети своего радиуса и увеличивает 
в три раза усилие, с которым она стремится 
расшириться; вследствие этого в этом случае 
на ЛР будет действовать в трижды-три, т. е. 
в девять раз больше сфер. Поэтому полное да- 
вление сжатого воздуха на №Р будет в ЗЖЗХЗ, 
т. е. в двадцать семь раз больше, чем давление 
естественного воздуха на СМ. 

Доказательство является общим, так как да- 
вления всегда пропорциональны плотностям. Но 
именно в силе давления и заключается сила упру- 
гости воздуха и всех других упругих жидкостей, 
Итак, упругости пропорциональны плотностям. 
Ч. и Т.Д. 

37. Во всем этсм рассуждении я отвлекаюсь 
от протяженности, которую имело бы собст- 
венно вещество упругой жидкости, если бы со- 
ставляющие ее частицы были собраны в твер- 
дую массу и без пор; или, лучше сказать, я 
молча сделал предположение, что вся протяжен- 
ность этой массы представляет собой лишь бес- 
конечно малую часть всего пространства, в кото- 
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ром заключена упругая жидкость. В самом деле, 
так как воздух в естественном состоянии по 
крайней мере в 15000 раз меньше по весу, а сле- 
довательно, и более разрежен, чем золото, кото- 
рое само не без пор, то можно сказать, что соб- 
ственно вещество естественного воздуха и полых 
сфер, которые плавают внутри его, не составляют 
и одной пятнадцатитысячной объема, занимаемого 
воздухом. Поэтому эту часть можно рассматри- 
вать, как бесконечно малую по сравнению с про- 
тяженностью всего его объема. 

Но может существовать другая упругая жид- 
кость, которая заключает значительно больше 
вещества, чем воздух, или даже это может быть 
тот же воздух, только чрезмерно сжатый, — и 
тогда, без сомнения, необходимо учесть, что 
собственная протяженность этих жидкостей может 
внести изменения в наше правило. В самом деле, 
пусть объем А занят упругой жидкостью, собран- 
ное вещесгво которой занимает некоторый 
объем =6. Другой объем БВ = объему ЛД, пусть 
заключает упругой жидкости в восемь раз боль- 
ше. На основании обыкновенного определения 
плотности нужно было бы сказать, что жидкость 
в В в восемь раз плотнее, чем жидкость в А, 
но это было бы ошибочно, так как, ссботвенно 
говоря, она плотнее более, чем в восемь раз. 
Чтобы убедиться в этом, нужно только принять 
во внимание, что если весь объем А или В обо- 
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значить через а, то объем, занимаемый упругой 
жидкостью в и В, вследствие ее расширения, 
определяется вычитанием из всего объема а, 
объема, который занимала бы собранная жид- 
кость, а именно вычитанием 6 н 85 из а. Таким 
образом объем в Д равен уже не ааа— 
и объем в В есть а — 86. Эги два объема могут 
считаться равными лишь в том случае, если 
предположить, что вещество жидкости не соста- 
вляет конечной части пространства, в котором 
она заключена. Я хочу сказать, что $ должно 
быть бесконечно мало по сравнению с а. Ёсли 
же эти объемы неравны, то действительная плот- 
ность жидкости в РВ относится к плотности в Д 
не как количество вещества в В к количеству 
вещества в 2, т. е. не как 8 к 1: они тогда на- 
ходятся в сложном отношении, —в прямом от- 
ношении их количеств и в обратном отношении 
истинных объемов, которые занимают упругие 
жидкости вследствие вх расширения. Таким обра- 
зом отношение плотности в В к плотности в А 
равно 


8 1 Ва — 85 


а— 86 ‘а^Ь а-— 86 ’ 


а это отношение больше, чем отношение 8 к 1. 
Но, как мы показали (п. 36), упругости всегда 
пропорциональны истинным плотностям, и, следо- 
вательно, отношение силы упругости в В к силе 
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упругости в А равно 


Ва — 86 
а— 86 ' 


т. е. оно значительно больше, чем отношение 
8к1. 

Вообще можно сказать: если ввести в В ко- 
личество упругой жидкости в п раз большее, 


чем имеется жидкости в 4, то отношение упру- 
гости в В к упругости в будет 


ла — пЬ 
а—пьо >т 1’ 
т. е. оно будет больше, чем отношение кажу- 
щихся плотностей. 
38. Надо заметить, что хотя 6 меньше чем 


15900 9; когда воздух находится в своем есте- 


ственном состоянии, и потому оно не составляет 
заметной части а, тем не менее число п может 
быть увеличено настолько, что пб станет, нако- 
нец, заметным по отношению ка, А это при- 
водит к тому, что чрезвычайно сжатый воздух 
обладает силой упругости большей, чем, казалось 
бы, этого требует видимая плотность. Поэтому, 
когда говорят, что упругости воздуха пропорцио- 
нальны видимым плотностям, то нужно понимать, 
что под видимыми плотностями подразумеваются 
средние, которые незначительно отличаются от 
истинных плотностей. 

39. До сих пор мы рассматривали увеличение 
упругости воздуха, производимое теплом и сжа- 
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тием. Я рассматривал эти причины отдельно, и 
я нашел то действие, которое производит каждая 
из них. Нетрудно будет определить и то действие, 
которое будет произведено обеими этими причи- 
нами совместно, когда и та, и другая изменяются. 

Мы доказали, что различные степени тепла 
причиняют в одном и том же воздухе упругости, 
относящиеся между собой, как квадраты интен- 
сивностей теплоты, и, с другой стороны, различ- 
ные плотности (при одной и той же теплоте) 
пропорциональны упругостям. Комбинируя эти 
два закона, можно найти, что упругости двух 
объемов воздуха, различно нагретого и обладаю- 
щего различными плотностями, пропорциональны 
произведениям квадрата тепла и первой степени 
плотности. 

Эта истина оправдывается в действительности, 
при условии, что видимые плотности мало отли- 
чаются от действительных, т. е. если сжатие 
воздуха не настолько велико, чтобы его вещество, 
собранное в одну массу, составляло протяжен- 
ность, сравнимую с пространством, в которое 
оно заключено. 

40. Я мог бы из моих принципов извлечь раз- 
личные следствия, которые, может быть, помогли 
бы усовершенствовать употребление термометров 
и барометров. Вопрос обширный и любопытный 
тем более, что, как мне кажется, до сего вре- 
мени нет достаточно отчетливого понятия 06 
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измерении холода и тепла. Обыкновенные термо- 
метры показывают изменения, которые происхо- 
дят с тем или иным качеством, но они не ука- 
зывают надлежащим образом тех соотношений, 
которые существуют между этими качествами, и 
не указывают того, насколько воздух теплее или 
холоднее в одно время, чем в другое. 

Однако это предприятие завело бы меня 
слишком далеко; оно выходит за указанные мне 
границы и за пределы того, что от меня требует 
Академия. Поэтому, ограничиваясь здесь ве- 
роятным объяснением физической причины упру- 
гости, я изложу Академии когда-нибудь свои 
мысли, если то сочинение, которое я имею честь 
ей представить, будет иметь счастье понравиться. 


КОНЕЦ 


ОБ ИСТИННоОМ 
ЗНАЧЕНИИ 
ЖИВЫХ СИЛ 
И ИХ 
ПРИМЕНЕНИИ 
В ДИНАМИКЕ 
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ОБ ИСТИННОМ ЗНАЧЕНИИ ЖИВЫХ СИЛ 
И ИХ ПРИМЕНЕНИИ В ДИНАМИКЕ * 


| 


огда геометры познакомились с моим сочи- 
К ненне „О движении“, напечатанном на фран- 

цузском языке в 1726 г., и с данным там 
вразумительным объяснением природы живых 
сил, то многие из них, отложивши предубеждения, 
тотчас же перешли на нашу сторону. 

Живая сила состоит не в действительной ра- 
боте, а в способности к действию: она суще- 
ствует и тогда, когда не действует и когда не 
имеет объекта, на который она могла бы дей- 
ствовать. Так например натянутая пружина, или 
же, скажем, тело с установившимся движением, 
имеют в себе способность к действию, хотя бы 
вне их и не было ничего такого, на чем они могли 
бы проявить эту способность; и, пока нет ничего 
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такого, чему ови могли бы передать эту способ- 
ность, они сохраняют ее целиком, поскольку 
они существуют сами, — даже не производя того, 
что могли бы произвести, при подходящих 
условиях. 


| 


Конечно, о натянутой пружине, пока она на- 
тянута, или же о находяшемся в равномерном 
движении теле, пока оно не встретится с каким- 
либо другим телом, нельзя сказать, что они дей- 
ствуют; ведь они ничего другого не делают, как 
только продолжают пребывать в своем настоящем 
состоянии. В самом деле, ведь всякое действие 
предполагает изменение состояния в действующем 
объекте, а пребывать в своем состоянии значит 
не изменятяся. 

Хотя натянутая пружина и имеет непрерыв- 
ное стремление расправиться, тем не менее при 
этом ничего не происходит, так как ее стремление 
оказывается напрасным. И это будет до тех пор, 
пока не будет устранено препятствие и не по- 
следует действие, а именно, удаление того тела, 
которое эта пружина, сама расширяясь, приводит 
в движение. 

Так же и тело, движущееся с данной скоростью, 
еще не действует, так как в нем не происходит 
никакого изменения состояния. Однако оно про- 
должает сохранять в себе всю свою способность 
к действию, т. е. всю свою живую силу, пока, 
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наконец, оно или не встретит могущей быть на- 
тянутой пружины, или пока ему не представится 
случай, встретившись с другими телами, изменить 
эту свою силу. Это изменение силы может про- 
изойти или путем перенесения на эти тела всей 
или части его силы, или же благодаря получению 
от них некоторого количества силы, — в зависи- 
мости от различных обстоятельств. 


Ш 


Отсюда ясно, что живая сила, которую лучше 
было бы назвать „способностью к действию“ 
({асчНаз асеп 1, по-французски |е роиуо!г) является 
чем-то реальным и субстанциальным, что суще- 
ствует само по себе, и, поскольку она есть сама 
в себе, она не зависит ни от чего другого. 
Отсюда мы заключаем, что любая живая сила 
имеет определенную величину, из которой ничего 
не может пропасть без того, чтобы мы снова не 
нашли эту потерю в произведенном действии. 

Отсюда само собой вытекает, что живая сила 
всегда сохраняется, так что живая сила, находив- 
шаяся до действия в одном или нескольких телах, 
теперь, после действия, обязательно встретится 
нам в другом теле или в других нескольких телах, 
если только она не останется неизменной в преж- 
них телах. 

Это и есть то, что мы называем сохранением 
живых сил. 
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1У 

Мертвая сила есть не что иное, как побуж- 
дение, которым тело понуждается к ускорению 
или замедлению движения. Такова например тя- 
жесть, которая побуждает тела к падению, уско- 
ряет тела падающие, поднимающимся же телам 
противодействует и их движение замедляет. 
Вообще мертвая сила может быть названа давле- 
нием. 

Живая и мертвая силы вообще совершенно 
отличны друг от друга. Живая сила, как мы ви- 
дели, существует и пребывает независимо от 
всякого другого тела, так что она ни в чем не 
нуждается вне себя для продолжения своего су- 
ществования или пребывания. Живая сила яв- 
ляется чем-то абсолютным и безотносительным. 
Другая же, т. е. мертвая, сила, или давление, 
есть нечто относительное, предполагающее две 
вещи, взаимно противоположные, а именно при- 
чину, производящую давление, откуда бы эта 
причина ни происходила, а затем тело, которое 
подвергается давлению. 

Когда исчезает причина, производящая давле- 
ние, прекращается и само давление; действие 
прекращается вместе с причиной, если только 
тело, уступая давящей причине, не придет в дви- 
жение. Но в этом случае в теле, известное время 
подвергавшемся давлению, возникает живая сила, 
которая, раз возникши, становится субстанциаль- 
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ной и не может уже ни погибнуть, ни уменьшиться; 
ибо, насколько она видимым образом исчезает, 
настолько она переходит в другое тело или 
в другие тела. 


У 


Наши противники смешивают эти два вида 
сил на том основании, что они видят, что благо- 
даря свободному действию мертвой силы в теле 
(когда оно воспринимает это действие) возникает 
живая сила, — так как тело переходит из состоя- 
ния покоя в состояние движения большего или 
меньшего, в соответствии с тем, каково было 
действие причины, производящей давление: более 
сильное и длительное, или более слабсе и ко- 
роткое. 

Кто смешивает эти две силы, тот делает то 
же самое, что и тот, кто вздумал бы смешивать 
линию с поверхностью: ведь линия при своем 
движении описывает поверхность. 

Говорят, что мертвая сила действует свободно, 
когда тело, которое подвергается с ее стороны 
давлению, подчиняется этому давлению и кроме 
своей инерции ничего не противополагает давя- 
щей на него причине. 


У] 


Если на тело непрерывно производится дав- 
ление и если оно при помощи пружины перево- 
дится из состояния покоя в состояние движения, 
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пока пружина выпрямляясь не исчерпает всей 
силы и постепенно не перенесет ее на толкаемое 
ею тело, то правильно говорят, что тело приоб- 
фетает в конце концов такое-то равномерное дви- 
жение. В начале тело находилось в покое, теперь 
же оно обладает всей живой силой, полученной им 
от пружины, у которой теперь уже не осталось сил. 

Такой вывод диктуется нам тем очевидным 
представлением, согласно которому между произ- 
водящей причиной и полным ее действием суще- 
ствует абсолютное равенство. 

Мы предполагаем при этом, что сверх этого 
нам не дается ничего другого, кроме тела, к ко- 
торому переходит какая-то часть сил пружины. 


УП 


В абсолютном равенстве между причиной и 
действием мы можем убедиться, если мы обратим 
внимание, что произойдет, если действие мы 
превратим в причину и тело с приобретенной им 
скоростью повернем назад так, чтобы оно уда- 
рилось о выпрямленную пружину. Разве мы не 
представляем себе совершенно ясно, при свете 
одного только разума, что, когда все движение, 
находившееся в теле, будет поглощено сопро- 
тивлением пружины, она придет в прежнее состо- 
яние напряжения? 

Таким образом тело и пружина могут друг от 
друга получать и возвращать полученное обратно. 
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УП 


Если какая-нибудь пружина при своем выпрям- 
лении даст каким бы то ни было способом дви- 
жение двум или большему числу тел, одновре- 
менно ли или последовательно одному за другим, 
то нужно вообще сказать, что живые силы всех 
этих тел, вместе взятые, равноценны всей силе, 
которой обладала пружина, а, стало быть, и той 
силе одного тела, на которое, чтобы привести 
его в движение, пружина истратила всю свою 
силу. 

Что это так, доказывает аксиома о равенстве 
между целым и всеми его частями, взятыми 
вместе. Ведь в данном случае между многими 
распределяется то, что могло бы быть дано 
только одному. 


1Х 


Движение в любом теле может рассматриваться, 
как результат действия какого-либо погонщика, 
который тратит свою силу на то, чтобы привести 
в движение это тело. Поэтому, если совершенно 
упругие тела движутся друг относительно друга 
и каким-нибудь образом сталкиваются, то ско- 
рости их после столкновения изменяются так, 
что живые силы всех тел, взятые вместе, будут 
равны тем живым силам, тоже взятым вместе, 
которые эти тела имели до столкновения. В этом 
и заключа@тся сохранение живых сил. 


Зак. 1899. Бернулли. 10 
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Если тела не являются совершенно упругими, 
то они в полной мере не восстанавливают своей 
формы, и какая-то часть живых сил видимым 
образом исчезает, поглощаясь благодаря сжатию 
тел. От этого, однако, мы отвлекаемся, допуская, 
что этого рода сжатие аналогично сжатию пру- 
жины, которой мешает расправиться то или иное 
препятствие, вследствие чего пружина не возвра- 
щает живую силу, полученную ею от тела, 
столкнувшегося с нею, а сохраняет ее внутри 
себя. 

Таким образом ничего из сил не исчезает, 
хотя бы по видимости такое исчезновение и имело 
место. 


Хх 


Те, кто отвергают учение о живых силах, не 
понявши их истинной природы, опирактся при 
этом Только на то, что будто при оценке этих 
сил теми, кто считает нужным оценивать вели- 
чину силы через однородные действия, не при- 
нимается в расчет время. Но нужно обратить 
внимание на то, что о величине чего-либо дей- 
ствительно существующего самого по себе, можно 
судить только при помощи определенной меры, 
которая, столько-то раз взятая, исчерпает его 
целиком, и совсем не имеет значения то, в тече- 
ние какого времени совершается это измерение, 
или какая применяется мера, большая или мёнь- 
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шая; достаточно того, что, взявши вместе отдель- 
ные известные нам части, мы можем составить 
неизвестное целое. 


Хх 


Представим себе, — чтобы воспользоваться 
наиболее подходящей аналогией, — что дело идет 
об исследовании емкости сосуда, полного воды: 
всякий скажет, и совершенно правильно, что 
количество воды, заключающейся в сосуде, надо 
измерить при помощи данной меры. Если же кто 
скажет, что сначала нужно узнать, в какое время 
трубка, подающая воду, наполняет сосуд, или 
какова величина отверстия, через которое, за- 
крывши трубку, нужно спустить воду, или будет 
настаивать на другой какой-либо подобного рода 
подробности, не относящейся к делу, то все, ко- 
конечно, будут смеяться над подобного рода 
возражениями, достойными только смеха. Дело 
идет вовсе не о том способе, каким будет на- 
полнен сосуд, — скорее ли это будет сделано 
через широкую трубку, или медленнее при по- 
мощи более узкой трубки — и не о том, быстро 
ли спустится вода по более широкому отверстию, 
или же более медленно через узкий кран для 
вытекания. Закрой только трубку, и у тебя будет 
в наличности определенное количество воды 
в сосуде; измерь это количество, как хочешь, — 
быстро или медленно: ты всегда найдешь одно 
и то же количество воды. 


15% 
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Способу наполнения соответствует способ 
возникновения живой силы в теле; способу же 
удаления воды в целях измерения в общем 
соответствует тот или иной способ перенесения 
живой силы с данного тела на другие тела, рав- 
ные между собою и обладающие одинаковой 
скоростью. Это — как бы равные мерки, по числу 
которых можно судить о количестве чего угодно. 


ХИ 


Всем ясно, что одно и то же действие, полное 
и адэкватное, можно произвести различными 
способами. Разве будешь при этом учитывать 
время или какие-либо другие привходящие обстоя- 
тельства’? В отношении своей величины действие 
останется одним и тем же, лишь бы оно было 
произведено одной и той же или равной причи- 
ной, и если эта причина, притом, исчерпала себя 
всю. Только в этом случае можно сказать, что 
в действии заключается все, что было в причине. 

Из измерения отдельных частей еще нельзя 
судить о количестве всего; последнее возможно 
только тогда, когда все части имеются на лицо 
и не осталось ни одной такой, которая бы не 
подверглась измерению. Если это твердо уста- 
новлено, то ничего больше не требуется с точки 
зрения правильного измерения. О методе же и 
продолжительности измерения беспокоиться не- 
чего: это в конечном итоге не увеличит и не 
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уменьшит того, что есть. Нельзя судить о богат- 
стве человека по его ежедневным расходам: человек 
расточительный тратит более щедрой рукой, чем 
другой, гораздо более богатый, но бережливый. 
Чтобы правильно судить о их богатстве, надо 
узнать и выразить в числах полные суммы со- 
стояний того и другого. 

Мы будем иметь ясное представление об 
оценке живых сил, если подберем какой-либо 
подходящий пример. 

Представим себе четыре пружины, совершенно 
одинаковые и одинаково напряженные. Едва ли 
кто может отрицать, что каждая пружина в от- 
дельности может дать четвертую часть того, что 
могут сделать они, взятые вместе. Каждая из 
них в отдельности дает такую же часть суммар- 
ного действия, как и любая из остальных, а именно 
четвертую часть целого. Конечно, мы здесь по- 
лагаем, то каждая из них производит действие 
только один раз, — скажем, вся ее сила расхо- 
дуется на то, чтобы привести в движение какое- 
либо тело. Таким образом тело, сначала бывшее 
без движения, теперь, получив движение от пру- 
жины, будет иметь силу, называемую живой, — 
силу, которая заключается в способности вер- 
нуть пружинам то, что оно от них получило, 
а именно ту силу, которою они вновь приводятся 
в прежнее состояние напряжения. Все согласятся 
со мной в том, что каждая пружина дает че- 
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твертую часть всего того действия, которое они 
произвели вместе. 

Что может быть яснее этого? Отрицать это — 
значит возражать против очевидности. 


ХУ 


Посмотрим, как можно различными способами 

и в различное время произвести одно и то же 
действие. Пусть пре- 
жде всего эти че- 
тыре пружины будут 
расположены после- 
довательно, по одной 
Рис. 91. прямой линии, одна 

за другой (рис. 21), 

так чтобы левый конец их был укреплен в не- 
подвижном предмете Д, а правый касался тела 


п"! 


| к 


Рис. 22. 


Рис. 23. 


А, которое находится в покое, но которое должно 
двинуться под действием этих пружин. Затем 
эти четыре пружины располагаются так, как по- 
казано на рис. 22 —а именно, две пружины рас- 
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положены по прямой линии одна за другой, дру- 
гая же пара — рядом с первой. Пружины упира- 
югся левым концом в неподвижный предмет М, 
а правым —в тело В, равное вышеназванному 
А. Наконец, эти же четыре пружины распола- 
гаются по отдельности рядом друг с другом 
(рис. 23), так что своими левыми сторонами они 
все упираются в неподвижный предмет Л, а пра- 
выми касаются тела С, равного вышеназванным 


Ви. 
ХУ 


Допустивши это, предположим далее, что пру- 
жины отпущены, вследствие чего они оказывают 
непрерывное давление, посредственно или непо- 
средственно, на тела А, Ви С. Эти тела начи- 
нают двигаться ускоренно до тех пор, пока не 
кончится расширение пружин. После этого. тела, 
приобретя наибольшую скорость, будут продол- 
жать двигаться равномерно. 

Что же можно сказать о величине живых сил, 
перенесенных на эти тела? Конечно, во всех 
этих трех случаях они будут равны. Почему же 
им быть неравными? Действительно, каждое из 
этих тел А, Ви С испытывает действие четы- 
рех пружин, из которых каждая оказывает ровно 
такое же действие, как и всякая другая. Каждая 
в отдельности отдает всю свою силу на то, 
чтобы привести в движение соответствующие тела: 
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ведь кроме этих тел нет ничего, на что бы они 
могли уделить хотя бы часть своих сил. 

При этом, конечно, мы отвлекаемся от ма- 
терии самих пружин, которую тоже нужно при- 
вести в движение Мы предполагаем ее как бы 
несуществующей или крайне малой, так что в 
этих пружинах мы рассматриваем только их уп- 
ругое свойство. 

Таким образом одинаковые пружины, напря- 
женные в одинаковой степени, могут быть взяты 
в качестве общей меры живых сил, возникающих 
в телах или долженствующих в них возникнуть 


хм 


Что касается скоростей тел в изложенных 
нами трех случаях, то они, конечно, не могут не 
быть равными вследствие равенства как тел, так 
и сил, полученных от одного и того же числа 
пружин. Зато промежутки времени, в течение 
которых эти силы будут созданы, будут совсем 
неравны: они будут находиться между собою 
в отношении чисел 4, 2 и 1, т. е. тело 4 приоб- 
ретает свою силу и наибольшую скорость в те- 
чение времени, вдвое большего, чем тело В, 
а это в свою очередь — в течение времени, 
вдвое большего, чем С. Справедливость этого 
можно доказать на основании обычных привци- 
пов динамики, принимаемых и моими против- 
никами. 
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ХУП 


Но и давления, которым непрерывно подвер- 
гаются тела А, В иС, будут неодинаковы. Ясно, 
что они будут находиться в обратном отношении 
чисел 1, 2 и 4. В самом деле, тело 
А в первом случае подвергается 
давлению совершенно так же, как 
тело Д подвергается давлению со 
стороны одной пружины (рис. 24), 
от которой оно получит живую силу, 
равную одной четверти того, что 
получает А от четырех пружин. 

После всего сказанного это уже совершенно 
очевидно. 


Рис. 24. 


ХУШ 


Итак, при всех различиях во времени и да- 
влении, наши тела А, Ви С, будучи одинако- 
выми, получают одну и ту же живую силу, а по- 
тому и приобретают одну и ту же скорость. 

Если живая сила перешла например в тело 
А, то нет нужды спрашивать, каким образом или 
за какое время она там возникла, первым ли, 
вторым или третьим способом: 


„ОМОЕ НАВЕАТ, ОЧАЕКАТ МЕМО; 5ЕО ОРОКБТЕТ НАВЕКЕ“ 


(„Откуда взял, — никто не спросит. Все дело 
в том, чтобы иметь!“). 


Нужно обращать внимание только на то, сколько 
пружин данного напряжения необходимо для того, 
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чтобы в данном теле вызвать То или иное дви- 
жение. И вовсе не важно, в каком порядке, ка- 
ким способом и по какому закону расположены 
пружины, лишь бы они действовали на тело 
так, чтобы всю свою силу они отдали ему 
одному и ничего не растрачивали в другом 
месте. 

Сила напряженной пружины есть нечто реаль- 
ное, что существует, что пребывает до тех пор, 
пока пружина сдерживается связями. Способ же 
приложения пружин и время, которое затрачи- 
вается на действие, зависят от воли применяю- 
щего, они чисто случайны, не относятся к су- 
ществу дела и, когда движение возникло, не 
оставляют никаких следов своего существования 
и исчезают совершенно. 

Напротив, то, что является существенным, 
а именно, живая сила, возникшая в теле, не по- 
гибает, а пребывает в нем, пока не перейдет 
в другое тело, — вся ли, так что в первом теле 
ничего не останется, или лишь в известном ко- 
личестве, если переходит только часть; остав- 
шаяся часть и часть перешедшая в сумме всегда 
равна прежнему целому. 


хх 


Поэтому при разборе вопроса о передаче дви- 
жения телами, друг с другом сталкивающимися, 
а также о различных изменениях движения частей 
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одного и того же тела, зависящих от его соб- 
ственной силы, при которых ничего не может 
погибнуть без соответствующего равного дейст- 
вия, за оснозу и за всеобщий принцип надо брать 
сохранение живых сил, т. е. сохранение способ- 
ности к действию. Только эта способность и яв- 
ляется внутренне присущей телу, реальной и не- 
поколебимо существующей, только она имеет 
определенную величину или меру, независимую 
ни от каких внешних обстоятельств, подобных 
времени и давлению. 

Пример этому мы видели выше, когда трем 
телам А, В и С были даны равные силы вслед- 
ствие того, что эти силы во всех случаях были 
произведены одинаковыми причинами, а именно 
силой четырех пружин. При этом было несуще- 
ственно то, что это произошло тремя различными 
способами, как в смысле различия во времени, 
так и в смысле различия в давлении. Если мы 
начнем отыскивать еще что-либо сверх этого, то, 
право, это будет то же самое, как если бы для 
определения количества воды, заключающейся 
в сосуде, кроме действительной меры, мы стали 
бы обращать внимание на ширину трубки, кото- 
рая наполнила сосуд, или на время, которое было 
потрачено на наполнение. 

Перестанем же искать трудности там, где 
их нет. 
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ХХ 


Остается объяснить, какую живую силу имеют 
тела, движущиеся с различными скоростями. Те 
тела, которые имеют равные скорости, очевидно, 
вне всякого сомнения, имеют живые силы, про- 
порциональные своим массам; но если скорости 
не равны, то в любом теле живая сила, т. е. та 
способность к действию, которая в нем есть 
(хотя бы она реально и не действовала), будет 
пропорциональна произведению массы на квадрат 
скорости, а не просто на скорость, как настаи- 
вают мои противники, не понимающие или, вслед- 
ствие какого-то зуда противоречия, не желающие 
понять разницы между живыми и мертвыми си- 
лами. 


ХХ! 


Только что высказанное предложение о жи- 
вых силах, —о том, что в равных телах они про- 
порциональны квадрату скорости, я подкрепил 
в своей вышеназванной работе „О передаче дви- 
жения“ многими неопровержимыми доказатель- 
ствами, так что излагать их здесь — значит по- 
вторять зады. 

Я хочу привести тут лишь одно доказатель- 
ство, которое по сравнению с другими является 
кратким и не менее ясным. Я это делаю тем 
охотнее, что все, что я говорил выше, удивительно 
помогает его уяснению и подтверждает его. 
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Пусть будут два неравных тела А и В (рис. 25), 
они находятся в покое, и между ними помещен 
ряд пружин, равных и равно напряженных. Пред- 
ставим себе, что пружины отпускаются так, что 
тела, под давлением этих пружин, постепенно при- 
ходят в движение: одно направо, другое налево; 
в конце концов, когда пружины расширились пол- 
ностью, оба тела приобретают такие скорости, 


Рис. 25. 


которые соответствуют массе каждого тела и с 
которыми они потом продолжают двигаться ра- 
вномерно. 

Здесь надо отметить следующее: 

1°. Большее тело А и меньшее тело В в лю- 
бой момент испытывают одинаковые давления. 

Отсюда 2°. прирост скорости тела А будет 
относиться к приросту скорости тела В, как 
масса тела В к массе тела Д — обратная про- 
порциональность — на основании общепринятого 
принципа динамики, 

3°. В таком же отношении будут находиться 
и полные, т. е. конечные, скорости, приобретен- 
ные в результате полного расширения пружины. 
Значит, если обозначить скорость тела 4 через 
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а, а скорость тела В через 6, то мы будем иметь 


Поэтому 4°. мы будем иметь 
аА = В, 


что указывает на то, что количество движения 
и там и здесь будет одинаково. Однако нащи 
противники сделали бы ошибку, как это выяснится 
сейчас, если бы они подумали, что из этого ра- 
венства вытекает и равенство живых сил. 

5’. Время, в течение которого оба тела до- 
стигают своей конечной скорости, и в том и в 
другом случае одинаково, что, конечно, не тре- 
бует никакого доказательства: ведь давление на 
то и на другое тело одновременно начинается 
и одновременно кончается. 

Наконец, 6” — что заслуживает особенного вни- 
мания, — из того, что как ускорения, так и ко- 
нечные скорости тел обратно пропорциональны 
массам, совершенно ясно следует, что, в то время 
как тела удаляются друг от друга, их общий 
центр тяжести С постоянно находится в покое. 
Отсюда следует, что весь ряд пружин в точке 
С делится таким образом, что часть пружин, на- 
ходящаяся между Си АД, относится к другой 
части, находящейся между С и В, так, как масса 
В к массе АД, т. е., значит, как скорость а к ско- 
рости 5. 
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ХХ 


Итак, этот центр С будет играть роль не- 
подвижного предмета, на который опираются пру- 
жины с той и с другой стороны. В таком случае 
эти пружины, расширяясь в соответствующие 
стороны, действуют на тела А и В. Таким обра- 
зом, Та живая сила, которую получает тело А от 
пружин, заключающихся между С и 4, будет 
относиться к другой, которую получает В от пру- 
жин, находящихся между С и В, так же, как 
а относится к 6. 

Обозначим эти силы буквами Ги $; таковы, 
следовательно, будут действительные способности 
к действию, которыми обладают теперь тела и на 
создание которых пружины с обеих сторон цели- 
ком потратили свои силы. Пусть живая сила тела 
А будет =}, а сила тела В =; мы будем иметь 


р _ а 
ф | 

Но мы только что доказали, что 
аА = В. 


а 
Перемножив члены отношения ъ соответ- 


ственно на равные величины а и 6В, мы по- 


лучим 
}_ аЖаА _ ааА 


- — 
—> ——— 


? ФЖЬВ 658’ 


т. е. отношение произведений масс и квадратов 
скоростей. Что и требовалось доказать. 
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ХХШ 


Не знаю, что может возразить против этого 
совершенно очевидного доказательства самый 
упорный противник, будь он какой угодно скеп- 
тик. 

Может быть, он будет отрицать то, что силу, 
созданную в теле, нужно определять из числа 
пружин, полностью расходующих свои силы на 
то, чтобы привести в движение это тело? Или, 
может быть, он не согласится с тем, что, какова 
сила в ОДНОЙ пружине, такова она и в любой 
другой? 

Для меня соверщенно ясно, что, если напри- 
мер тело 4 будет вдвое больше тела В, а число 
пружин, толкающих тело ВБ, будет, наоборот, 
вдвое больше, чем число пружин, действующих 
на {Д, то тело В, хотя и вдвое меньшее, получит 
вдвое большую силу, чем тело А. 

Если мои противники так усиленно напирают, 
что надо принимать в расчет время, в течение 
которого создается движение, то они должны тем 
скорее от этого отказаться, что в данном 
случае движение в обоих телах, а, значит, и 
силы в них, создаются в течение одного и того 
же, а не разных промежутков времени. 

Живая сила в теле, масса которого принята 
за 1, а скорость за 2, вдвое больше той силы, 
которую имеет тело, масса которого 2, а ско- 
рость 1; если мы возьмем половину массы по- 
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следнего тела, то будем иметь массу первого, 
принятую за 1, но со скоростью 2, и его живая 
сила будет в четыре раза больше, чем сила 
такого же тела, обладающего скоростью 1. 


ХХ 


Когда, таким образом, непосредственно доказа- 
но, что живая сила движущихся тел, т.е. способ- 
ность их к действию, пропорциональна квадрату 
скорости, если тела равны, а если же тела не- 
равны, то пропорциональна произведению массы 
и квадрата скорости, то нет уже никакой труд- 
ности признать правильность лейбницева прин- 
ципа относительно измерения силы тел через вы- 
соты, поднимаясь до которых, тела теряют свою 
скорость, или падая с которых из состояния по- 
коя, они приобретают эти скорости. В самом де- 
ле, если из галилеевских принципов определенно 
вытекает, что эти высоты пропорциональны квад- 
ратам скоростей, а силы, как мы доказали, тоже 
пропорциональны тем же квадратам скоростей, то 
почему бы не считать совершенно правильным 
брать мерою сил эти подъемы и падения тяжелых 
тел? 


ХХУ 


Отсюда понятно, что любая элементарная 
частица тяжелого тела, поднимаясь или падая 
с данной высоты под действием тяжести, при- 
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обретает или теряет такую живую силу, какую 
она может приобрести или потерять под дейст- 
вием ряда пружин, равного этой высоте. Для 
этого нам, очевидно, нужно допустить, что пру- 
жины давят с таксй же силой, с какой действует 
тяжесть, причем это может происходить или так, 
что пружины распрямляясь толкают элементар- 
ную частицу тела как бы вниз, уподобляясь 
ускорению падающих тяжелых тел, или так, что, 
сжимаясь от удара этой элементарной частицы, 
они сопротивляются ей, воспроизводя замедление 
движения поднимающихся вверх тяжелых тел. 
Таким образом нужно считать, что тяжелое 
тело любой формы или целая система многих 
тел, если она будет падать только под некото- 
рым действием тяжести, приобретет во всех 
своих частях такую живую силу, которая должна 
измеряться суммой произведений отдельных 
частей на высоту каждого отдельного падения. 
А из статики известно, что эта сумма равна 
одному произведению всей массы системы на 
высоту падения общего центра тяжести. Отсюда 
получается, на основе сохранения живых сил, 
что если общий центр тяжести будет двигаться 
вверх с приобретенной им скоростью, то он 
поднимется на прежнюю высоту, откуда он 
падал. При этом, -—— будет ли подниматься нераз- 
деленная система, или же, после нарущения свя- 
зей, составные части ее будут подниматься 
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с приобретенными скоростями по отдельности, — 
и в том и в другом случае должна сохраняться 
одна и та же величина сил, как действие одной 
и той же причины, а именно, распрямления и по- 
следующего сжатия определенного числа пружин. 
Этот вопрос подробнее я изложилв своей работе 
„О передаче движения“. 


ХХУ 


Эту теорию очень изящно применил к иссле- 
дованию центра качания в сложных маятниках 
впервые Гюйгенс. Но, не зная еще в то время 
природы и сохранения живых сил, он принял 
этот свой принцип о равном подъеме и падении 
общего центра тяжести просто как аксиому, не 
видя еще ее истинного основания. Поэтому этот 
его как бы постулат со стороны многих вызвал 
нападки, как слишком мало обоснованное поло- 
жение, пока не была ясно доказана его справед- 
ливость, сначала путем опытного подтверждения, 
а затем, через некоторое время, и на основе 
надлежащих принципов, после чего оно было 
принято всеми. 

Это положение в самой общей форме было 
доказано мною в лейпцигских „Ас{а“ за 1714 г., 
где я дал доказательство, не допускающее ника- 
ких исключений. В настоящее время я полагаю, 
что истинность этой аксиомы Гюйгенса доказана 
и подкреплена теорией живых сил, так что на 
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будущее время она законно должна занять место 
среди тех предложений динамики, которые счи- 
таются наиболее достоверными. 


ХХУП 


Но, может быть, даже теперь, несмотря на 
полную очевидность приведенных доводов, нельзя 
будет достигнуть того, чтобы те, которые до сих 
пор упорно отрицали теорию живых сил, после 
этого стали относиться к ней более благосклонно. 
Конечно, не в наших силах заставить кого-либо 
признать, что начинается день, хотя бы было 
видно, что над горизонтом поднимается солнце, 
и хотя бы наш противник и сам чувствовал, что 
он должен признать истину, должным образом 
доказанную. Свое внутреннее убеждение и при- 
знание можно скрывать, можно перекрашивать. 
В особенности, если кто считает для себя позо- 
ром то, что этого он так долго не знал, или что 
слава первого открытия принадлежит не ему и 
не его соплеменникам, а должна быть приписана 
людям другой национальности. Ёсли бы эту 
теорию открыл великий Ньютон, то,— кто знает,— 
не рукоплескала ли бы ему уже давно вся Ве- 
ликобритания? 


ХХУШ 


Если бы Ньютон понял раньше истинную при- 
роду живых сил, то он, конечно, не установил 
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бы два различных начала: одно для сообщения 
телам движения, другое для сохранезия их дви- 
жения. Ведь то же самое начало, посредством 
которого движение сообщается, приводит и к 
тому, что движение сохраняется. Это начало за- 
ключается не в количестве движения, а в живой 
силе. Тем самым делается совершенно ясно, что дви- 
жение по природе вещей никогда не может исчез- 
нуть, чего, повидимому, боялся Ньютон, напуган- 
ный ложными страхами. Посмотри его „Оптику“ 
(2-е лат. издание 1719 г.), напечатанную в Лон- 
доне, стр. 404. "Там он рассуждает следующим 
(если бы это не было написано таким мужем, я 
бы сказал, — смешным) образом: „Для того, — 
говорит он, — чтобы приводить тела в движение, 
вообще необходимо какое-то другое начало (кроме 
силы инерции). Когда же они приведены в дви- 
жение, нужно опять другое начало для сохране- 
ния движения этих тел. В самом деле, из раз- 
личных сочетаний этих движений по два явст- 
вует, что в природе не всегда имеется одно и 
то же количество движения. Ёсли два шара, 
соединенные тонким прутом, вращаются равно- 
мерно вокруг их общего центра тяжести, в то 
время как этот центр движется равномерно по 
прямой линии, проведенной в плоскости их кру- 
гового движения, то во всяком случае сумма 
движений обоих шаров, когда шары будут нахо- 
диться на прямой, описываемой их общим цент- 
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ром тяжести, будет обязательно больше, чем 
сумма их движений, когда шары будут на линии, 
перпендикулярной к указанной прямой. Из этого 


примера ясно, что движение может создаваться 


и исчезать“ ит. д. 


ХХ 


Уже давно многими, и особенно Гюйгенсом 
(см. „Оризс. розита“, „Ое \1 регси$$10115“, 
в конце} было отмечено, что количество движе- 
ния, даже в телах совершенно упругих, может 
увеличиваться и уменьшаться, как угодно. Однако 
никому, кроме Ньютона, не приходило в голову, 
что отсюда следует сделать тот вывод, что дви- 
жение вообще может исчезнуть или уничтожиться. 
Из того, что количество движения само по себе 
изменчиво — даже, положим, без всякой компен- 
сации, — из этого Ньютон должен был бы заклю- 
чить, что величина силы, которая сама по себе 
и есть нечто совершенно постоянное, не под- 
верженное никаким изменениям, не совпадает 
с количеством движения. Это можно доказать 
очень изящно при помощи точного расчета и не 
только на примерах Гюйгенса, где указывается 
на огромное изменение количества движения, но 
и на примере самого Ньютона, с двумя шарами, 
соединенными тонким прутом и участвующими 
одновременно в равномерном вращательном и 
равномерном поступательном движениях. 
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Мы великолепно и без большого труда можем 
доказать, что у этих шаров будет всегда одна и 
та же сумма живых сил, в каком бы положении 
они ни вращались. Значит, если и тот и другой 
шар будут умножены не на скорости, а на квад- 
раты своих действительных скоростей, то сумма 
произведений будет всегда одна и та же. Этим 
самым удивительно хорошо — подтверждается 
закон сохранения живых сил, и совершенно ис- 
чезает страх перед тем, что когда-нибудь в при- 
роде исчезнет движение, и весь мир погрузится 
в страшный неподвижный хаос. Будем же спать 
спокойно, дело обстоит благополучно. 

Что жез касается того, что можно привести 
против сохранения сил, основываясь на ударе 
мягких, т. е. не совершенно упругих тел — где 
согласно нашим чувствам кажется, что часть 
силы исчезла, — то на это мы уже ответили рань- 
ше, и на этом здесь останавливаться не стоит. 


ххх 


Чтобы дальше не продолжать в спорах бря- 
цать оружием, я хочу обратить особое внимание 
на то полное совпадение, которое мы во всех 
случаях находим при решении задач, относящихся 
к данному вопросу. 

Мы будем решать эти задачи двумя способами, 
а именно, косвенным путем (но по большей части 
более удобным и более сжатым) при помощи 
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теории живых сил, и прямым, заимствованным 
из самых известных и никем не оспариваемых 
принципов статики. Посмеет ли кто-либо оста- 
ваться настолько твердолобым, чтобы, видя, не- 
изменное согласие во всех примерах, решенных 
тем и другим путем, все-таки и тогда продолжать 
сомневаться в пригодности первого метода? 
Или — что еше более несообразно, чтобы не 
сказать нечестно — посмеет ли кто сказать, что 
это совпадение обязано чистой случайности, 
хотя Такую случайность нельзя себе даже и 
представить? Ведь из многих сотен примеров, 
разобранных до сих пор нами, мы не нашли ни 
одного, который не доказывал бы нам полного 
совпадения. 


ххх 


Кроме примера на центр качания в сложных 
маятниках, весьма удачно определяемый и тем, 
и другим методом, косвенным и прямым, не- 
сколько других задач, служащих той же цели, я 
предложил в „Соттеп{. Ре#горо].“, Тот. П, раз. 
20288, не приложивши, правда, при этом решений 
для того, чтобы посмотреть, найдется ли кто из 
ученых, кто захочет испробовать этот путь. Среди 
упомянутых задач встречается вопрос об опре- 
делении колебаний струн с помошью качания 
даниых маятников. Впоследствии отдельные слу- 
чаи этой задачи (а были предложены различные 
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случаи) я дал в решенном виде в тех же самых 
„Соттет.“, Тот. Ш, раз. 13 ей $еч. 8. При 
этом в начале даны решения, добытые на осно- 
вании учения о сохранении живых сил, а затем 
следуют другие решения, полученные из обще- 
принятых принципов статики. Эти решения, как 
оказывается, совершенно совпадают с первыми 
решениями, 

Такое же совпадение приходится наблюдать не 
без душевной радости и не без удовольствия 
(для тех, конечно, кто сочувствует теории жи- 
вых сил) в приведенном там решении задачи об 
определении колебаний музыкальной струны, 
выполненном обоими методами и совпадающем 
с решением 'Тэйлора, найденным совершенно 
другим путем (см. Мефоч. [псгет., рас. 93): 30. 

И если бы Тэйлор был теперь жив и имел 
бы хоть каплю благородства, то, возможно, это 
совпадение побудило бы его принять теорию 
живых сил. 


ХХХ 


Я решил здесь далее показать такое же вза- 
имное совпадение результатов обоих методов 
в решении какой-либо другой динамико-механи- 
ческой задачи, которую я предложил там же 
вместе с остальными, но решения которой, вполне 
законного, до сих пор еше никто не выпустил 
в свет. Содержание этой задачи таково, 
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Пусть будет дана кривая ССВ (рис. 26), 
по которой падает зруз В, увлекая за собою 
кверху другой меньший груз А, поднимающийся 
по друюй заданной кривой ГАС при помощи 
тонкого шнура АСВ, перекинутото через блок С 
и привязанното к обоим зрузам. Спрашивается, 


Рис. 26. 


каковы будут скорости зрузов в каких-либо 
случайно взятых местах Ви А? 


1. РЕШЕНИЕ КОСВЕННОЕ, ПОЛУЧЕННОЕ НА ОСНО- 
ВАНИИ ТЕОРИИ ЖИВЫХ СИЛ 

Пусть через блок С проходит горизонталь- 
ная прямая МСЁ, и пусть шнур занимает какое- 
нибудь положение АСВ и ближайшее к нему 
аСЪ. 

Через точки Ви А проведем вертикали ВЕ 
и АО, и из центра С радиусами Сфи СА про- 
ведем дуги бп и Ат. Наконец, через точки 5 и 
А проведем горизонтальные элементы 60 и А/ 
так, чтобы они встретились с элементами верти- 
кальными Во и а(. 
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Пусть 
СВ =х, Вп=ат ==ах, Во =ау и 6В == 4$, 


и пусть 2= прямой вертикали ТИ, с высоты 
которой какое-либо тяжелое тело, свободно па- 
дая, приобретает скорость, равную той, которую 
груз В приобретает в точке В кривой. Найдем 
эту высоту 2. 

С этой целью введем еще обозначения 


Аа = и 1[а=а9. 


Так как скорость в В пропорциональна корню 
квадратному из высоты ТУ, то эту скорость 
можно положить — |2; таким образом (вслед- 
ствие того, что БВ так относится к аА, как ско- 
рость в В к скорости в 4) скорость в А будет 
равна 


Вследствие природы живых сил и вследствие 
их сохранения в падающих и поднимающихся 
грузах, сумма произведений веса на падение ми- 
нус сумма произведений веса на подъем должна 
равняться сумме приобретенных живых сил во 
всех грузах, т. е. сумме произведений, которые 
получаются от перемножевия отдельных грузов 
на квадраты их скоростей; или, говоря то же 
самое в стиле Гюйгенса, общий центр тяжести 
двух грузов, связанных между собой шнуром, 
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падает настолько, насколько потом (когда оба 
эти груза, приобретя свою скорость, отдельно 
качнут двигаться вверх) он может подняться. 
Поэтому (предположив, что С является началом 
падения груза В, а Р’/— началом подъема груза 4, 
и проведя вертикаль ЕМ и до пересечения с нею 
горизонталь АА, а также горизонталь С,5 до 
пересечения с ВЕ, так что 5В становится == у и 
ЕК = 9) мы будем иметь 


5ВХВ—ЕКХА=2ЖВ-- 4 #ХА. 


Отсюда 
_ (ВЖ5В-.АХ ЕЮ, 485 


2 — Ва - Аай 


или, написав у вместо 5В и д вместо ЕЮ, мы 
будем иметь: 
__ (Ву Адая 
7— Ваз- Аа 
Ч. и Т.Н. 


ПИ. ПРЯМОЕ РЕШЕНИЕ’НА ОСНОВАНИИ ЧИСТО МЕХА- 
НИЧЕСКИХ ПРИНЦИПОВ 


Для того чтобы удобно определить силы, 
с которыми грузы друг на друга действуют и 
друг другу сопротивляются, я призываю на по- 
мощь силу натяжения шнура АСВ и обозначаю 
ее через Т. Эта сила будет противодействовать 
стремлению груза В спускаться по 6В. В то же 
время силе ТГ будет сопротивляться груз А, по- 
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нуждаемый под ее действием подниматься по аА. 
Пусть & будет силой тяжести, т. е. естествен- 
ным ускорением, которым тяжелые тела одуше- 
вляются 9! для вертикального падения. Отсюда, 
если В и А обозначают массы тел, то их абсо- 
лютные веса должны быть выражены через 5В 
и &А, а так как силы, т. е. стремления этих ве- 
сов к падению направлены по наклонным Ви 
а А 3, то мы будем иметь силу по 6В, вызванную 
тяжестью, равную 


Вау 
4; ' 


и силу по а.4, равную 


Аа 
Чг ‘ 


Равным образом по наклонным направлениям 
ЬВ иаА должна создаваться сила натяжения Г 
(которая на оба тяжелые тела действует по на- 
клонной}, причем по БВ натяжением вызывается 


сила 
Гах 
4$ ' 


противодействующая силе 
2Вау. 
4$ ' 
вызванной тяжестью; а по а.4 вызывается сила 


Гах 
г 
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(так как прирост и уменьшение лВ и та частей 
шнура СВ и СА равны между собой), и эта сила 
точно так же противодействует силе 


Аа. 
4 ' 
вызванной тяжестью. 
Отсюда 
Вау _ Тах 
45 9$ 


будет движущей силой, которая тянет тело В 
вниз по 6ВБ, и 

7х _ А, 

Чт 4х 


— движущей силой, которая тянет тело 4 вверх 
по аА. В первом случае предполагается, что на- 
клонная силэ, происходящая от тяжести, превос- 
ходит другую, происходяшую от натяжения; во 
втором же случае получается обратное. 

Отсюда, если в обоих случаях движущие си- 
лы разделить на соответствующие массы тел В 
и А, то получается ускорительная сила тела В 


з4у . Гах 


Если теперь взять очень распространенный 
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принцип динамики, в правильности которого 
никто не сомневается: 


Ра = Та! 


(где Р обозначает ускорительную силу, 45 — 
элемент пройденного пути и И— скорость}, то 
мы (обозначив скорость в В через и и скорость 
в 4 через 9) получим два уравнения: 


4] Гах \ а 

(5 — вых) 4, т.е. вау — —®^ —= иди 
И 

© — в ) г, т. е. Гая — в49 = ч4ч. 

Интегрируя оба эти уравнения, мы получим: 
1 1 
89 В | Тах == 5 ии 

и 


а | Т4х —9=- 9. 
Из первого равенства получается: 
| Тах = 8Ву — -; Вии, 
и из второго: 
| Тах =84А9 +5 Доу, 
а отсюда 
аВу — Е Вии = Ад —- 5 Аоч. 


По предположению 2 обозначает высоту, па- 
дая с которой свободно тяжелое тело приобре- 
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тает скорость и. Поэтому на основании всеми 
принятого принципа динамики 
842 = иди, 


и, следовательно, 


1 
$2 =5 ии; 


так как, кроме того, 


ии 45? 


то мы будем иметь 


1 __ 4? __ 24? 
5 И = 5 ии == “2. 


1 1 
Подставив эти величины вместо 5 ии и 5 оу 


в ранее полученное уравнение 
2Ву— >. Вии = Ад Ао 
и разделив его на &, мы получим: 
Ву— В: = Ад +95 Д>2, 


что, после надлежащих преобразований, дает 
искомое 

— Ву 495 

__ Ва -+ Аа * 


Это совершенно то же, что мы получили и 
при первом решении на основании живых сил. 


Ч. и Т.Н. 
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СЛЕДСТВИЕ | 
Прямым методом (так как косвенным этого 
сделать нельзя) определяется также действие 
силы натяжения?, которую испытывает шнур, 
в то время как через его посредство грузы дей- 
ствуют друг на друга. Так как 


Г Тах —= Ву — >. Вии = вВу — вВ?г, 


то, диференцируя и деля на 4х, мы получим 
ГВ 49—49) _ Ву — 2 


— ————5==ы [о 


Ах 4х 
(подставив вместо 2 его величину) 


_ #8 / __ Ву4? — Ада ) —_ 
=#«Х4 \У ^^ ваз дай )— 
_ #8. ( Адаз? | Ауа!? ) —_ 
—_ ах Ваз? -- Ада? / 


(опустив & или полагая вес равным В, вместо В, 
т. е. вместо массы В, умноженной на силу тя- 
жести &, а потом вынося за скобки 4) 
= АВ. х (а) 
Ах Ваз? -- Аагг / * 

Таким образом 2 и ТГ выражены в конечном 
виде. В самом деле, кривые ССВ и САР даны, 
дана также длина всего шнура АСВ, и дано от- 
ношение между 4х, 45 и г, а следовательно, и 
отношение между 45? и 4". 

Таким образом обе величины ди Т будут 
выражены в конечном виде. 


Зав. 1899. Бернулли. 17 
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Следствие П 


В „Сотшеп. РенороШ.“, я дал без доказа- 
тельств решение специального случая, когда за 
линию САЁГ принимается вертикальная прямая. 
В этом случае 4, 49 и ах, т. е. элементы Аа, 
[а, ат и Вп становятся равны друг другу так же, 
как РА, т. е. д=х. 

Приняв за начало падения С точку С, мы не 
будем иметь никаких изменений в величине 2, 
кроме тех, что вместо 4/7? можно будет напи- 
сать 4х7, и вместо 9 можно подставить х. Сде- 
лав эту подстановку, мы будем иметь 

— бу 4х). 
__ Ваз?- Алжа 
р ° 
т, Х 4 (анрааа) 


Примечание 


Однажды наш Герман? увидел в моем письме, 
оглашенном в Петербургской академии, эту най- 
денную мною величину 2 для этого специального 
случая, а именно 

(Ву— Ах)а:* 

Ва5?  Аах? ° 
И, желая дать общее решение не только по от- 
ношению к прямой линии, но и для любой дан- 
ной кривой САР, он поспешил разобрать этот 
вопрос в конце своей „ГВеопа схепега!$ тот“, 
напечатанной в „Соттеп{.“, фот. П, июнь 1727 г. 
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Однако он мог включить это в свою „ТВеопа“ 
только после октября того года, так как только 
в это время мои теоремы были отправлены мною 
в Петербург. 

Я счел нужным на это указать для того, 
чтобы читателю не показалось странным, как это 
так получилось, что я предлагаю теоремы и за- 
дачи как что-то новое, в то время как решение 
их (по крайней мере некоторых) было найдено 
по времени раньше (хотя на самом деле позднее). 

Но надо обратить внимание на другое, еше 
более важное обстоятельство, которое может 
у читателя возбудить сомнение: читатель может 
заметить, что решение Германа (осо сНаю, 
рас. 170) в общем виде не совпадает с тем, ко- 
торое я даю в настоящем очерке, и которое я 
нашел двояким методом. 

Чтобы это было ясно, я напомню, что Герман 
нашел ТУ или 


2 
В Аар?а9 
и 45? 
2 —^ Раз - А4х* 5) 


где надо положить фр = 4х. 
Мною же найдено другое решение, отличное 
от этого и более простое, а именно 


_ (Ву А9дая 
2 — Раз -- Аа ° 


Оба эти выражения совпадают только в том слу- 
чае, когда линия САР прямая, каковое совпаде- 


17* 
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ние, может быть, и послужило для Германа при- 
чиной ошибки: заметив это совпадение в этом 
специальном случае, он тем меньше стал сомне- 
ваться в доброкачественности своего общего ре- 
шения. Однако во всех остальных случаях наши 
решения различны. 

Кто основательно изучит оба мои метода, 
косвенный и прямой, так хорошо согласующиеся 
между собой, тот не может сомневаться в пра- 
вильности моего решения. Поэтому ошибку необ- 
ходимо искать в решении Германа. 

И в самом деле, не раз замечалось, что этот 
почтенный муж, трактуя то там, то здесь во- 
просы динамики, часто говорил вздор. Это я 
говорю не для того, чтобы сколько-нибудь ума- 
лить его достоинства, а для того, чтобы другие 
учились осторожнее обращаться с этим вопрс- 
сом, до сих пор еще покрытым густым туманом. 
Они должны видеть, что даже великие люди ча- 
стенько спотыкались в них. В этом Герману упо- 
добляется и Ньютон, которому иногда также 
приходилось расплачиваться за свои грехи, как 
я показал это выше, а еще больше в других 
местах. 


| 


ПРИЛОМЕНИЕ 


ОТРЫВОК ИЗ КНИГИ ВАРИНЬОНА „НОВАЯ 
МЕХАНИКА, ИЛИ СТАТИКА“ 6 


1717г., Иоганн Бернулли, определив предвари- 

тельно то, что он понимает под словом энерзия, 
в той формулировке, которая будет приведена 
ниже, сообщил мне, что при всяком равновесии 
каких узодно сил, каким бы способом они ни 
были приложены одна к другой, посредственно 
или непосредственно, сумма положительных 
энерий будет равна сумме отрииательных 
энерий, взятых с положительным знаком. 

Это предложение мне показалось столь об- 
щим и столь прекрасным, что, видя возможность 
легко вывести его из моей предыдущей теории, 


В письме, написанном из Базеля 26 января 
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я попросил у него позволения изложить его 
здесь вместе с доказательством, которое дает 
моя теория и которого он мне не прислал. Со- 
гласие на это мною получено. Вот оно, это до- 
казательство для всех предыдущих машин в от- 
дельности. 

Моя теория, которая была мною совершенно 
закончена, когда этот ученый математик мне сооб- 
щил свою теорему, не давала мне возможности 
доказать эту теорему на каждой из этих машин 
в своем месте. Для этого мне пришлось бы из- 
менить очень много рассеянных в этой теории 
ссылок и чертежей, которых к тому же приш- 
лось бы и добавить, начиная со Ц отдела. Это 
меня сильно затруднило бы и вызвало бы непра- 
вильности в ссылках, если бы я пропустил какое- 
либо из этих изменений. 

Вот как Бернулли объясняет то, что он под- 
разумевает под словом Энергия, в письме, в ко- 
тором он сообщил мне эту прекрасную теорему. 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 


„Представьте себе (говорит он) несколько 
различных сил, которые действуют по различ- 
ным направлениям, чтобы держать в равновесии 
точку, линию, поверхность или тело; представьте 
также, что всей системе этих сил сообщают ма- 
лое движение или параллельно самой себе по 
какому-нибудь направлению, или же вокруг какой- 
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нибудь неподвижной точки. Вам будет легко 
понять, что при этом движении каждая из сил 
продвинется или отступит по своему направле- 
нию, за исключением тех, которые направлены 
перпендикулярно к направлению малого движе- 
ния. В этом последнем случае эти одна или не- 
сколько сил не продвинутся вперед и не отступят 
назад, так как эти продвижения или отступления 
называемые мною виртуальными скоростями, 
суть не что иное, как то, на что 


увеличивается или уменьшается ли- :/ 
ния направления каждой силы при 

этом малом движении; эти увеличе- 

ния или уменьшения можно опреде- р“ С 
лить, если из конца линии направле- “р 
ния какой-либо силы опустить пер- Рис. 27. 


пендикуляр на линию направления, 

взятую в соседнем ее положении после малого 
движения, на которой он (перпендикуляр) отсечет 
маленькую часть, которая и будет мерой вир- 
туальной скорости этой силы. 

„Пусть например Р (рис. 27) — какая-либо 
точка в системе сил, которые находятся в равно- 
весии; Р’— одна из этих сил, которая толкает 
или тянет точку Р по направлению РР или РЁ! 
Рр — малая прямая линия, которую описывает 
точка Р вследствие малого движения, из-за кото- 
рого направление ЕР принимает положение р, 
которое будет или точно параллельно РР, — если 
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малое движение системы во всех ее точках про- 
исходит параллельно какой-либо данной пря- 
мой, — или оно, будучи продолжено, образует 
с ЕР бесконечно малый угол, — если малое дви- 
жение системы совершается вокруг какой-либо 
неподвижной точки. Проведем РС перпендику- 
лярно к р, и мы получим Ср в качестве вир- 
туальной скорости силы РЁ, так что произве- 
дёние РЖ Ср образует то, что я называю энер- 
зией. Заметьте, что Ср может быть как положи- 
тельной, так и отрицательной по отношению 
к другим: она положительна, если сила РЁ тол- 
кает точку Р и угол РЕРр тупой; но она отри- 
цательна, если при этом условии угол ЕРр 
острый; наоборот, если сила ЁР`влечет точку Р, 
то Ср отрицательна, когда угол ЕРр тупой, и 
положительна, когда он острый. 

После того, как это все хорошо понято, 
я устанавливаю (говорит И. Бернулли) следующее 


ОБЩЕЕ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 


„При всяком равновесии любых сил, каким бы 
способом они ни были приложены и в каком бы 
направлении они ни действовали одна на дру- 
зую, посредственно или непосредственно, сумма 
энергий. положительных будет равна сумме 
энергий отрицательных, взятых с положитель- 
ным знаком“. 


ПРИМЕЧАНИЯ 


Примечания 


1 (к стр. 19). Заметка „Ргоета поуит, а 
сц! и$ зомНопет Ма фетайс! шуНатиг“ была на- 
печатана на латинском языке в лейпцигском 
журнале „Аса егиЧИогит“ за 1696 г., в июнь- 
ской книжке, стр. 264 ив „Орега отита“, фот. |, 
р. 161. Журнал „Аа ега4Иогит“ был основан 
в 1682 г. и выходил до 1774 г. В нем в 1684 г. 
была напечатана статья Лейбница „Моуа ше о- 
Чи$ рго тахип1$ её шиит1$ ес.“, — статья, впер- 
вые излагавшая основы анализа бесконечно малых. 

Задача, предложенная И. Бернулли, положила 
начало развитию вариационного исчисления и 
была решена Лейбницем, Ньютоном, Иоганном 
и Яковом Бернулли и Лопиталем. Оказалось, чтс 
кривой быстрейшего спуска („брахистохроной“ 
от греческих слов 30%/12т0; — кратчайший и /рб%0: — 
время) является циклоида. Галилей, впервые по- 
ставивший этот вопрос, ошибочно считал, что 
брахистохронной кривой является дуга круга 
(см. Галилео Галилей, Сочинения, т. 1, 


ГТТИ, 1934, стр. 408). 
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Во времена Бернулли, как и до него в те- 
чение ХУ\УП в., у ученых было в обычае публично- 
задавать друг другу задачи для решения. Об 
этом говорит И. Бернулли в следующей статье 
настоящего издания. В ХУП и в ХУШ вв. среди 
математиков Европы процветало особого рода 
соревнование, особенно примечательное потому, 
что то была эпоха внедрения новых принципов 
в математику — принципов анализа бесконечно 
малых. 


2 (кстр. 21). На решение предложенной И. Бер- 
нулли задачи был дан полугодичный срок. За 
это время решение прислал только один Лейб- 
ниц. Однако по предложению последнего И. Бер- 
нулли продлил срок до пасхи 1697 г. Для луч- 
шей информации математиков, живущих вне Гер- 
мании, Бернулли повторил задачу в настоящей 
статье, изданной на латинском языке в голланд- 
ском городе Гронингене (где Бернулли был про- 
фессором математики) под названием „Ргостатта, 
е4Иит Сгоптсае А. 1697. Асаи$зт15 аш юю 
ОтЬе НогепЕ МафетаНс!$ 5. Р. О. 1офаппез Вег- 
по, Ма! 1. Р. Р.“ 

В „Орега отта“ эта статья помещена в пер- 
вом томе, р. 166 —169. 


3 (стр.21). Мерсенн (Мегзеппе) — французский 
математик и философ (1588—1648), друг Декарта. 
Был связан перепиской с многочисленными уче- 
ными. Кроме того у него систематически устраи- 
вались собрания математиков и физиков с целью 
обмена мыслями. Таким образом при отсутствии 
научных журналов и научных обществ Мерсенн 
играл очень большую роль в деле консолидации 
ученых сил Европы. 
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4 (к стр.21). Паскаль (Раса) — французский 
ученый и философ (1623—1662). В 1658 г. в статье 
„РгоЫетафа Че сусо14е“ Паскаль объявил кон- 
курс на решение ряда задач на вычисление пло- 
щадей и объемов тел вращения циклоиды, цент- 
ров тяжести этих площадей и объемов и т. д. 
Он же и решил эти задачи. 


5 (к стр. 21). Ферма (Регта{) — крупнейший 
французский математик первой половины ХУЙ в. 
(1601—1665), предлагавший своим корреспон- 
дентам ряд труднейших задач по матема- 
тике. 


6 (к стр.22). Вивиани (\!\1ап1) — итальянский 
математик (1622—1703), ученик Галилея. В 1659 г. 
Вивиани опубликовал сочинение о максимумах и 
минимумах на основании неизвестных до него 
исследований древнего математика Аполлония 
Пергского. В данном случае у И. Бернулли речь 
идет о задаче Вивиани о вырезывании из полу- 
сферического свода четырех одинаковых отвер- 
стий так, чтобы остающаяся часть была соиз- 
мерима с площадью квадрата, построенного на 
радиусе сферы. 


7 (к сто. 22). „Лидийским камнем“ в древности 
называли пробирный камень по той причине, что 
в Лидии была сильно развита выделка предме- 
тов из бронзы и золота. 


8 (к стр. 22). Здесь имеется в виду главным 
образом открытие Лейбницем метода бесконечно 
малых. И. Бернулли. считал себя учеником Лейб- 
ница. 
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9 (к стр. 24). Надо иметь в виду, что в ХУЙ в. 
под геометрией часто подразумевали всю мате- 
матику вообще. 


10 (к стр. 24). Галилей в своих сочинениях не 
дает такого положения в явной форме. Закон, 
на который ссылается И. Бернулли, представляет 
собой вывод из положений Галилея, заключаю- 
щихся в том, что скорости падающего тела про- 
порциональны временам и что пройденные пути 
пропорциональны квадратам времен. См. Гали- 
лео Галилей, Сочинения, т. 1, ГТТИ, 1934, 
стр. 294—295 и 313. В явном виде указанная 
пропорциональность приводится впервые Гюй- 
генсом („Ногоюос1ат озсШа{омит“ — „Колебатель- 
ный часовой прибор“, ч. П, предл. Ш). 

Гюйгенс (Ниусеп$ — по-латински Нисепт!и$) — 
крупнейший математик, физик и астроном второй 
половины ХУП в. (1629 — 1695). Указанное сочи- 
нение было написано Гюйгенсом в 1665 г. и 
напечатано в 1673 г. 


11 (к стр. 24). Надо иметь в виду, что в конце 
ХУ в. зарождение анализа бесконечно малых 
сопровождалось идейной борьбой между старыми 
и новыми методами, чем и объясняется призыв 
И. Бернулли. 


12 (к стр. 25). В той же гронингенской про- 
грамме была напечатана и другая „чисто гео- 
метрическая“ задача, после чего была указана 
дата: „[ронинген, Январь 1697 г.“ 


13 (кстр. 26). Данная статья (Сигуаюага Ка! 
т ПО1арВап!$ поп ип{оги!Биз, ЗомНодие РгоШета- 
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Нза 5е ш „Аса“ 1696, р. 269, ргороз, 4е 
пуешепа „[1пеа Вгас1$%юсВгопа“ ес.) была на- 
печатана в „Аса еги4Ногит“ 1697, Маз, р. 206. 
В ней излагается решение приведенной в двух 
предыдущих статьях задачи. В „Орега отша“ 
статья помещена в первом томе, р. 187—193. 


14 (к стр. 28). В январской книжке „РЬЦозор- 
Ь!са| ТгапзасНоп$“ за 1697 г. было напечатано 
решение этой задачи Ньютоном без подписи 
автора (№ 224, р. 384). В той же майской книжке 
„Аса егиКогит“, где была напечатана статья 
И. Бернулли, была напечатана статья Я. Бер- 
нулли (старшего брата И. Бернулли) (р. 211) и 
статья Лопиталя (р. 217) с аналогичным решением. 


15 (к стр. 29). Речь идет о сочинении Гюйгенса 

ого]оз1ит озсШа отит“. Циклоида, помещен- 
ная в вертикальной плоскости так, чтобы линия 
основания ее была горизонтальна и лежала выше 
производящего круга, обладает, как доказал Гюй- 
генс, тем замечательным свойством, что из какой 
бы точки на этой кривой тело ни начало спу- 
скаться, оно придет в низшее положение за одно 
и то же время. Таутохроной она была названа 
от греческих слов 19050 — тот же самый и7/р6\06 — 
время. 


16 (к стр. 29). Лашамбр (Та СватЬге) — фран- 
цузский литератор (1594—1669). Большинство 
открытий Ферма долгое время было известно 
только по письмам, которые он посылал разным 
лицам. 


17 (к стр. 30). См. Христиан Гюйгенс, 
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Трактат о свете, пер. Н. Фредерикс под ред. 
проф. В. Фредерикса, ОНТИ, 1935, стр. 51. 

Впервые закон преломления был открыт 
В. Снеллием (1591—1626) и Декартом (1596— 
1650), но у них не было правильных указаний на 
роль скоростей света в различных средах. Так, 
Декарт утверждал, что скорость света больше 
в более плотной среде, чем в менее плотной. 
Впервые противоположное положение было вы- 
двинуто ерма, который применил к данному 
вопросу свой новый метод максимумов и мини- 
мумов. Он установил, что свет пробегает путь 
от какой-либо точки в одной среде к точке в дру- 
гой среде в кратчайшее время. 


18 (к стр. 30). Клерселье (СегзеНег, по-ла- 
тински С]егзе!еи;)— французский философ(1614— 
1684), ученик и друг Декарта и его страстный 
поклонник. Он выступил против Ферма в за- 
щиту своего учителя по вопросу о преломлении 
света. В этой полемике Ферма сумел доказать 
правильность своей точки зрения. 


19 (к стр. 32). Кривая АНЕЁ представляет со- 
бой кривую разреженностей (обратных величин 
плотностей) среды в зависимости от расстояния 
от начальной плоскости РС, или, что то же, кри- 
вую скоростей луча. Ось абсцисс при этом — АД, 
ось ординат — АГ. 


20 (к стр. 33). Кривая АМВ представляет со- 
бой траекторию луча. Дальше составляется ди- 
ференциальное уравнение этой кривой, причем 
за ось абсцисс принимается прямая АС, а за ось 
ординат — АС. Диференциал дуги Мт (то, что 
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теперь обычно обозначается через 4$) обозначен 
здесь через ({. 


21 (к стр. 33). В ХУП и ХУШ вв. (до Эйлера), 
под синусом угла понималась просто длина пер- 
пендикуляра, опущенного из конца подвижного 
радиуса на неподвижный, а не отношение ее 
к радиусу, как теперь. В соответствии с этим, 
„полным синусом“ назывался радиус круга. 


22 (к стр. 33). Нами сохранены обозначения 
подлинника. Степени И. Бернулли чаще изобра- 
жает как произведения одинаковых множителей. 
Знак радикала не имел горизонтальной черты 
над подрадикальным выражением. 

Однако в целях лучшей обозримости формул 
мы частное изображаем в виде дроби (как и везде 
в дальнейшем), тогда как в подлиннике оно изо- 
бражается знаком деления в виде двоеточия. 
Точно так же уравнения мы пишем отдельной 
строкой, тогда как в подлиннике они так не 
выделяются. 


23 (кстр. 34). Выражение 4«/ —^ - преобра- 
зовывается в виде разности двух дробей, легко 
интегрируемых: 

а @х _ а4х— 2х Ах 
2Уа—х 2У хм’ 
24 (к стр. 35). Проведем хорду Ё.(, тсгда 
[О = У [С?— (0; 
20? = СК . СО —= ах. 


Зак. 1899. Бернулли. 18 


но 
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Отсюда [О = Иах — х?. Это выражение по- 
лучается в результате вычисления интеграла 


Что касается другого диференциального 

выражения 
а ах 
2Уа—х’ 

то можно убедиться в том, что оно представляет 
собой диференциал 45 дуги СЁ круга. В самом 
деле, если учесть, что ордината центра круга 
равна полуокружности, то уравнение круга будет 
иметь вид: 


а \? па \? а? 
(*—5) +(9—7) =з, 


или 
у = > == Уах— 2, 
откуда 
—— Я 
45 = У1-- у’? ах = — =" =. 
2Уах — х? 
Следовательно, 
мы 4 хх 
ре] #01. 


: 2Уах — х? 


Вместо того, чтобы говорить об интегриро- 
вании, И. Бернулли говорит иногда о „сумми- 
ровании“. 
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25 (к стр. 37). Здесь мы видим один из при- 
меров ссылок на универсальность принципа „про- 
стоты“, „экономии“ в природе. Надо подчеркнуть, 
что здесь хотя и имеется сходство с современ- 
ным махизмом, но только внешнее. В махизме 
„принцип экономии“ теснейшим образом связан 
с отрицанием реальности внешнего мира, а этого- 
то положения как раз и нет у Бернулли иу дру- 
гих ученых ХУЙ и ХУ! вв. У последних „прин- 
цип простоты“ был направлен против церковни- 
ков, отрицавших материальную закономерность 
и признававших во всем волю бога, 


26 (к стр. 38). См. Хр. Гюйгенс, Трактат 
о свете, ОНТИ, 1935, стр. 52, рис. 10. 


27 (к стр. 41). „О15соиг$ зиг ]ез |015 4е ]а 
соттигпсаНоп Чи тоцуетепЁ“ было издано в Па- 
риже в 1727 г. на французском языке. Сочинение 
посвящено теории упругого удара. 

Как видно из предисловия, сочинение это 
было прэдставлено в Парижскую академию наук 
на конкурс, объявленный последней на 1724 г. 
Формулировка задачи и некоторые подробности 
конкурса изложены самим И. Бернулли в начале 
своего сочинения. 

Премии И. Бернулли не получил отчасти из- 
за того, что он не так понял задачу (см. его объ- 
яснения на стр. 173 и 174 наст. изд.). 

В „Орега оттша“ это сочинение помещено 
в третьем томе, р. 1 — 107. 


28 (к стр. 43). Вопросами, связанными с тео- 
рией удара, занимались вначале Галилей, Декарт, 
Мерсенн и др. Однако решения этой проблемы 


18* 
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у них мы еше не находим. В частности Декарт 
ошибочно считал все скорости положительными. 

В 1668 г. Лондонское королевское общество 
предложило этим вопросом заняться своим чле- 
нам. Вскоре обществу были представлены три 
работы: Валлиса, Рена (часто называемого Вре- 
ном) и Гюйгенса, которые все были напечатаны 
в журнале общества „РЬозорЫса| ТгапзасНопз“. 

Валлис (\/а15), профессор математики Окс- 
фордского университета (1616—1703), разбирает 
в своем сочинении удар неупругих тел и дает 
верный закон. Рен (\/геп), профессор математики 
и директор королевских сооружений в Англии 
(1632 — 1723), кратко формулировал законы удара 
упругих тел. Наконец, Гюйгенс прислал сначала 
без доказательства законы удара упругих тел, но 
через месяц прислал свое сочинение „Ое то 
согрогит ех регсиззопе“ — „О движении тел 
после удара“, — содержащее все нужные доказа- 
тельства. В этом сочинении Гюйгенсом дана была 
теорема о сохранении при упругом ударе суммы 
произведений масс на квадраты соответствую- 
щих скоростей. 

В 1677 г. вышла книга Мариотта (МапоНе), 
французского физика (1620—1684), под названием 
„Гга{ё 4е {а регсиз$10п“ — „Об ударе“. Здесь 
приводились многочисленные опыты. 

И. Бернулли в настоящем сочинении излагает 
законы удара упругих тел на основе сохранения 
живых сил. Здесь же он разбирает случай косого 
удара. Кроме того И. Бернулли здесь пытается 
объяснить „механизм“ упругости, допуская, ко- 
нечно, механистическое упрощенчество. 


29 (к стр. 44). И. Бернулли говорит о „силе 
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движущихся тел“ (]а Югсе 4ез согрз еп тоцуе- 
теп{), применяя термин „сила“ в особом смысле. 
До Ньютона и в неньютонианской литературе до 
средины ХУШ в. не вводили понятия силы, 
создающей движение и равной произведению 
массы на ускорение. Ёсли тело движется, то 
говорили О „силе движения“ или о „силе дви- 
жущегося тела“ как о мере активности данного 
движения. Такой способ выражения аналогичен 
тому, как мы сейчас говорим о „силе“ того или 
иного художественного произведения или о „силе 
желания“. Из такого понимания термина „сила“ 
и родилось понятие энергии, названной Лейбни- 
цем вначале „живой силой“ (\15 мха, 1а Югсе уе). 


30 (к стр. 44). Здесь И. Бернулли указывает 
на спор между Лейбницем и картезианцами 
по вопросу о мере движения. Следует иметь 
в виду, что под живой силой Лейбниц и И. Бер- 
нулли понимали не просто произведение массы 
на квадрат скорости, а „силу движущегося тела“, 
т. е. меру активности, действенности движения 
тела. Только после такого определения „живой 
силы“ Лейбниц и И. Бернулли ставили уже прак- 
тический вопрос: пропорциональна ли живая сила 
скорости, или квадрату скорости’ Такое пони- 
мание физических понятий единственно правильно: 
оно не сводит их к формулам. 


31 (к стр. 45). За лучшее сочинение была 
объявлена премия в 2500 ливров (около 900 руб. 
золотом). 


32 (к стр. 45). „шп тазпи$ уои155е зай ез{“ — 
„Довольно и того, что хочещь быть среди вз- 
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ликих“. Под таким псевдонимом-девизом И. Бер- 
нулли представил свое сочинение на конкурс 
в Академию, скрывая по обычаю свое настоя- 
щее имя. 


33 (к стр. 48). Речь идет здесь об атомистах, 
которые считали атомы абсолютно твердыми. 
К их числу принадлежал и Ньютон (см. его 
„Оптику,“ рус. пер. С. И. Вавилова, ГИЗ, 1927, 
стр. 311). Подобное представление об атомах 
было характерно для метафизического периода 
естествознания. Энгельс его критиковал со сто- 
роны методологической, физика же его опровергла 
на рубеже ХХ и ХХ вв., когда атом был раз- 
ложен опытным путем. Ленин говорил, что и 
„электрон так же неисчерлаем, как и атом“. 

И. Бернулль, как видно из дальнейшего (п. 15), 
считал, что тела состоят из частиц, поры между 
которыми заполнены эфиром. Разумеется, этого 
рода представление о „простейших“ частицах 
материи также метафизично. 


34 (к стр. 49). „Мага поп орегаёиг рег за|- 
ит“— „природа ничего не делает скачком“. Это — 
одно из основных положений философии Лейб- 
ница. Как оппозиция донаучной схоластики сред- 
них веков, этот принцип Лейбница мог играть 
положительную роль, так как он впервые в но- 
вое время выдвигал единство и развитие при- 
роды. Но это была не диалектическая, а мета- 
физическая концепция развития. Она, выражаясь 
словами Ленина, „мертва, бедна, суха“. Следо- 
вательно, она не выводит естествознание из ра- 
мок метафизики. 

В данном сочинении И. Бернулли применяет 
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лейбницевский принцип непрерывности для до- 
казательства невозможности абсолютно твердых 
тел (см. дальше, п. 7), которые, конечно, невоз- 
можны и с точки зрения диалектики. 


35 (кстр. 50). Везде, где И. Бернулли говорит 
О „равенстве“ тел (согрз есаих), речь идет о ра- 
венстве масс этих тел. Термин „масса“ вошел 
полностью в обиход далеко не сразу. 


36 (к стр. 52). „Райайстепт{ Ише Че за па- 
фиге“. 


37 (к стр. 52). „Чув-твенными телами“ (]е$ 
согр$ зепЫе$) И. Бернулли называет обычные 
тела, прямо доступные внешним чувствам, в оТт- 
личие от гипотетического тогда эфира, который 
он в дальнейшем именует „особенной материей“ 
(ипе шаНёге ефгапоёге) или „тонкой материей“ 
(а таНёге за БШ). 


38 (к стр. 53). И. Бернулли слово „твердый“ 
употребляет в двух смыслах: в обычном смысле, 
обозначающем, что тело сопротивляется дефор- 
мации, а затем в том смысле, что тело упруго: 
если тело возвращается к прежней форме, то 
оно как бы „упрямо“ сохраняет свою форму. 
В дальнейшем он употребляет для обозначения 
такого рода „твердости“ не „иг“, а „го14е“. 
Последнее слово, поскольку оно подчеркивает 
свойство упругости, а не жесткости в совре- 
менном смысле, мы переводим словом „тугой“, 
тогда как „иг“ переводится намн как „твердый“. 
Современному читателю в таком случае пока- 
жется странным, почему И. Бернулли называет 
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металлы неупругими или, по его терминологии, 
„не совершенно твердыми“. Вопрос несколько 
выясняется из следующих абзацев (в особенности 
пп. 12 и 14), где он с металлами сравнивает газы, 
напгимер воздух. Поскольку металлы могут пере- 
ходить предел упругости, а газы — нет, постольку 
И. Бернулли только последние считает совер- 
шенно упругими, а, значит, и „тугими“ (го14е) 
или „твердыми“ (иг). 


39 (к стр. 53). См. предыдущее примеча- 
ние. 


40 (к стр. 54). Опе шайнёге заб Ще, — подра- 
зумевается эфир (см. примеч. 37). 


41 (к стр. 55). Т. е. сожмем воздух до очень 
большой плотности, 


42 (к стр. 55). Характерный пример для авто- 
ров того времени, когда слово тазза, таззе — 
(масса) употребляли иногда нев нынешнем смысле, 
а в смысле „общее количество“, „большое коли- 
чество“. Подобно тому и сейчас встречаются 
обыденные выражения вроде: „Среди массы лю- 
дей я не видел товарища“, 


43 (к стр. 55). И. Бернулли говорит „шИше“, 
но, как видно из дальнейшего, это не „беско- 
нечное" в нынешнем математическом смысле. 
Следует иметь в виду, что математики ХУП и 
ХУ вв. весьма неосторожно вообще опериро- 
вали с понятием бесконечного. Очень маленькое 
или очень большое они уже обозначали как „бес- 
конечное“. 
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44 (к стр. 56). Ко!Чеиг. См. примечание 38. 


45 (к стр. 58\. В подлиннике „НП1рофезе“ 
вместо „Нуроезе“. Это слово, ` нередко встре- 
чаемое в математических сочинениях ХУЙ и 
ХУ вв., означает не „гипотезу“, а именно „то, 
что полагается в основание“. Таков и первона- 
чальный смысл греческого слова 107 о)“, озна- 
чающего „подкладка“, „основа“, „основание“, 
„принцип“. 


46 (к стр. 52). И. Бернулли, как и большин- 
ство авторов того времени, не считал, что акси- 
ома должна приниматься без доказательств: та- 
кое воззрение укрепилось позже, когда на мате- 
матические науки стали смотреть не как на отра- 
жение объективной реальности, а как на произ- 
вольные допущения или соглашения. 

иалектический материализм (см. Энгельс, 
Анти-Дюринг и Диалектика природы) требует 
„доказательств“ аксиом (разумеется, доказа- 
тельств не логических). 


47 (к стр. 59). Здесь слово „сила“ (а Югсе) 
употребляется в смысле „энергии“: кинетическая 
энергия тела передается пружине, превращаясь 
соответственно в энергию упругости. 


48 (к стр. 60). „Что и требовалось доказать“ 
В математических сочинениях ХУП и ХУШ вв. 
было принято в конце доказательства теоремы 
писать сокращенным образом эту фразу. Во 
французком подлиннике стоит: „С. О.Р.ШО.“ 


49 (к стр. 60). В подлиннике: „осфойе 1“. 
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В математических сочинениях ХУЙ и ХУШ вв. 
под такой рубрикой (по-латински „осфойит“) — 
как бы в виде „замечания на полях“, — приво- 
дились те или иные соображения, не укладываю- 
щиеся в формальную схему математической де- 
дукции. Здесь приводились конкретные иллю- 
страции из реального мира, указывалось на про- 
тиворечия в нем, приводились мнения различных 
философов, раскрывался конкретный смысл аб- 
страктных и иногда туманных, формальных рас- 
суждений основного текста. Короче говоря, эти 
примечания, служившие данью практике и живой 
жизни, объективно представляли весьма большой 
интерес и значение. 


50 (к стр. 63). Т. е. упругость данной массы 
воздуха, когда он занимает объем Бе. 


51 (к стр. 64). Речь идет здесь о законе 
Бойля-Мариотта, опубликованном  Мариоттом 


в 1676 г. и Бойлем в 1662 г. 


52 (к стр. 64). Полученное равенство И. Бер- 
нулли получает на основании того обстоятель- 
ства, что за время 4 приращение скорости, ко- 
торое он отождествляет с диференциалом ско- 


1 
рости, пропорционально силе —— и времени 


Ч х 
41 = —-. Это равенство соответствует уравнению 


Ньютона, если массу положить равной 1. 
Из полученного уравнения 
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И. Бернулли легко получает уравнение 


Чх 
ой = -—, 
Хх 


носящее уже энергетический характер. В самом 
деле, это уравнение есть не что иное, как урав- 
нение живых сил в диференциальной форме 
в случае массы, принятой за единицу. 
Любопытно отметить, что И. Бернулли не 
указывает физического смысла этого уравнения, 
и это совершенно не случайно. И. Бернулли мог 
заметить, что в левой части уравнения 


«о = ах 
х 


стоит величина, пропорциональная диференциалу 
живой силы (для массы, принятой за единицу), 
но ему неизвестно было, что за величина стоит 
в правой части. Физическая природа работы 
связана с превращением одной формы энергии 
в другую, а это-то как раз и не могло быть 
известно И. Бернулли. Закономерное превраще- 
ние энергии было открыто лишь в сороковых 
годах ХХ в., но практика уже раньше „контра- 
бандным“ путем ввела в механику понятие работы, 
сначала, правда, в формальном смысле (в двад- 
цатых годах ХХ в.). Когда же стали хорошо 
известны энергетические превращения, понятие 
работы продолжало по традиции трактоваться 
чисто формально. 

Только Энгельс в „Диалектике природы“ 
раскрыл объективное содержание понятия работы, 
энергии и пр. Но для буржуазной науки мысли 

нгельса и до сих пор продолжают оставаться 
книгой за семью печатями, 
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53 (к стр. 66). Здесь в оригинале опечатка 
вместо знака равенства стоит минус. 


54 (к стр. 67). Здесь мы видим одну из рас- 
пространенных у ученых ХУП—ХУЙ вв. попыток 
всевозможные явления объяснять из механисти- 
ческих начал. Это должно быть понятно, если 
мы вспомним, что в то время такие науки, как 
химия, имели „детский вид“ (слова Энгельса). 


55 (к стр. 71). Для этого надо вычислить 
объем заключенного в пузыре воздуха при нор- 
мальном давлении, а затем вычислить высоту 
цилиндра, объем которого равен полученному 
объему, а площадь основания равна площади 
устья трубки. 


56 (к стр. 72). Здесь И. Бернулли формули- 
рует принцип виртуальных скоростей, известный 
в статике в том или ином виде по крайней мере 
с ХУ в. Что касается механики, о которой тут 
же говорит И. Бернулли, то она целым рядом 
авторов отождествлялась тогда со статикой, пред- 
ставляя собой учение о простых „машинах“. 
Конечно, иу И. Бернулли этот принцип, как и 
самое понятие виртуальной скорости, не столь 
точно сформулированы, как это требуется нынеш- 
ней теоретической механикой. 

Письмо И. Бернулли к Вариньону цо вопросу 
об этом принципе — см. Приложение. 


57 (к стр. 73). Со времен ньютоновых „Риш- 
ср1а“ о величине массы физики судили по вели- 
чине инерции тела. Понятие же величины часто 
выражалось при помощи слова „сила“ (как мы 
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в просторечии говорим о „силе желания“). Поэ- 
тому понятно, что И. Бернулли, как и сам Ньютон, 
говорил о массе, как о мере „силы инерции“. 
Не следует эту „силу инерции“ смешивать с совре- 
менным понятием сил инерции. 


58 (к стр. 74). СогоПаше. 


59 (к стр. 75). Согласно п. 3 скорости тел 
обратно пропорциональны массам этих тел, т. е. 


а _ В 
ь ДА’ 
а на основании п. 4 массы обратно пропорцио- 


нальны расстояниям тел от общего центра тя- 
жести: 


В _ АС 

А 4’ 
Следовательно, 

е _ АС 

$ ВС’ 


т. е. скорости прямо пропорциональны расстоя- 
ниям от центра тяжести. 

если живые силы тел относятся между 
собой так же, как АС к ВС, то они пропорцио- 
нальны скоростям. 


60 (к стр. 76). Здесь И. Бернулли оба члена 
отношения т помножает на равные (по п. 5) ве- 
личины а и 6В. 

61 (к стр. 83). „Что и требовалось найти“ 


(во французском оригинале: „С. О. Р. Т.^). См. 
примеч. 48. 
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62 (к стр. 87). В подлиннике |а ацап  4е 
ЧгесНоп“. Теперь такое понятие в механику не 
вводится, но его содержание соответствует коли- 
честву движения центра масс. 


63 (к стр. 93). „Чт зпаре еНог{“. 


64 (к стр. 98). „Оез ршзбапсез“. Из этого 
и из многих других мест видно, какая путаница 
царила вокруг слова „сила“. Один термин выра- 
жал собой различные понятия, и одно понятие 
выражалось различными терминами. 


65 (к стр. 98). „Моментом“ Галилей называл 
меру того или иного процесса. С помощью этого 
понятия выражается принцип виртуальных ско- 
ростей. В данном случае „момент“ представлял 
собой величину, пропорциональную неизвестной 
тогда „работе“. 


66 (к стр.99) „Оез 'югсез абзоез“. См. прим. 64. 


67 (к стр. 113). В подлиннике — опечатка, так 
как стоит 42. 


68. (к стр. 116). И. Бернулли стремится к объя- 
снению силы тяжести из упругих давлений, и 
для этого он, как механист, широко пользуется 
математическими аналогиями. Однако, как видно 
из дальнейшего (п. 9 этой главы), он сознает 
недостаточность этого объяснения. 


69 (к стр. 118). И. Бернулли делает ошибку, 
весьма характерную для механистов. Он сначала 
подчеркивает аналогию между упругостью пружин 
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и силой тяжести. Это он делает из неплохого 
намерения не оставить в физике ничего непонят- 
ного и ничего мистического. Затем, сознавая, 
что эта аналогия чисто внешняя, он указывает, 
что математики имеют право прибегать к чисто 
формальным операциям, и скатывается здесь к 
субъективизму. 


70 (к стр. 120). „А рот“. Необходимо отли- 
чать кантовское „а рйой“ от „а рот“ докан- 
товской логики. Доказательство „а ртом“ у И. Бер- 
нулли в данном случае означает „дедуктивное до- 
казательство“, „математическое доказательство“. 


71 (к стр. 121). Векторная символика является 
продуктом математики ХХ в. Но весьма характерно 
то, что в механике она подготовлялась задолго 
до этого. В данном случае И. Бернулли скорость 
тела АД и по величине и по направлению выра- 
жает через ориентированный отрезок АВ, т. е. 
по существу он пользуется вектором, не вводя 
явно этого понятия. Дальше .И. Бернулли при- 
бегает к сложению и разложению „векторов“. 

Так в механике подготовляется абстрактное 
правило сложения и разложения векторов, кото- 
рое многие нынешние математики стремятся 
установить как „произвольное“ определение. Исто- 
рия науки опровергает идеалистический форма- 
лизм новейших математиков. 


72 (к стр. 121). В подлиннике опечатка: напе- 
чатано АД. 


73 (к стр. 129). И. Бернулли говорит об уве- 
личении и уменьшении количества движения при 
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ударе, понимая, как и другие авторы того вре- 
мени, под количеством движения не вектор, 
а численную величину вектора. 


74 (к стр. 131). Указываемое предложение Х|] 
у Гюйгенса гласит так: „При ударе двух тел 
величина, которая получается от сложения произ- 
ведений массы каждого тела на квадрат его ско- 
рости, оказывается одинаковой как до удара, 
так и после удара тел“... И. Бернулли осуждает 
Гюйгенса за то, что последний трактует это сох- 
ранение только чисто математически, не вскрывая 
физического смысла сохраняемой величины. 


75 (к стр. 140). Румпель — часть рулевого при- 
вода судна, представляющая собою рычаг, наса- 
женный на ось руля. 


76 (к стр. 161). В оригинале опечатка. Напе- 
чатано: 


— ао -- (чо :аа) Х (а4х : ч) = оао : а. 


Скорость здесь принимается равной не у, 
© 


чему равна только ордината ВЁ, а . 

77 (к стр. 161). Величина а должна быть вы- 
брана в зависимости от масштаба абсцисс АВ и 
ординат ВЕ. 


78 (к стр. 166) Этому вопросу посвящено 
у И. Бернулли сочинение „Кезропзо а поппе- 
п111$ ргоуос-Нопет еизаие зомНо ачаезНоти$ 
1рз!: аБ еоЧет ргорозНае Че шуеплеп4а пеа сигуа 
ацат Чезсг:?:{ рго]есёе т шею  геяеще“ — 
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„Ответ на вызов одного автора и решение пред- 
ложенной им задачи о нахождении кривой линии, 
которую описывает брошенное тело в сопроти- 
вляющейся среде“. Статья эта была напечатана 
в „Аска егиЧ!огит“ за 1719 г. в майской книжке, 
стр. 216. См. „Орега’ отта“, +. Ц, р. 393-402. 

Ньютон определил линию полета брошенных 
тел в среде только для случая, когда сопроти- 
вление среды пропорционально скорости. Ньюто- 
нианец Кейль (1671—1721) предложил И. Бер- 
нулли в 1718 г. эту задачу для случая сопроти- 
вления, пропорционального квадрату скорости, — 
задачу, не решенную Ньютоном. И. Бернулли 
очень быстро решил и более общую задачу для 
случая сопротивления, пропорционального любой 
степени скорости. 


79 (к стр. 167). Указанное предложение у Гюй- 
генса гласит: „Если тела движутся вследствие 
своей тяжести, то общий центр тяжести этих тел 
не может подняться выше того, где он был при 
начале движения“. 


80 (к стр. 167). Приведенное положение имеется 
у Гюйгенса и яляется предложением |\ части 
четвертой его сочинения, озаглавленной „О цен- 
тре качания“. 


81 (к стр. 167). Речь идет о сочинении самого 
И. Бернулли „О природе центра качания“ („Ое 
паига сепёй озсШаНоп15“), напечатанном в „Асйа 
егаЧНогит“ за 1714 г., июль, стр. 257 и одновре- 
менно в „Мётогез 4е ГАса4ет1е“. В этом сочи- 
нении И. Бернулли уже полностью основывает 
свои выводы на законе сохранения живых сил. 


Зак. 1599. Бериуали. 19 
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82 (к стр. 168). Вероятно И. Бернулли имеет 
в виду Декарта, который смешивал центр кача- 
ния с центром удара. 


83 (к стр. 170). Так как скорости грузов про- 
порциональны корню квадратному из высоты, то 


чи _,/ НА 
“с НС 
или 
РА а 
хо _ х ' 
откуда 
а - И ах. 


84 (к стр. 172). Настоящее „Добавление“ на- 
писано два года спустя после основного текста 
„Рассуждения“. 

„Рассуждение о законах передачи движения“ 
было представлено И. Бернулли в Парижскую 
академию наук по конкурсу 1724 г., где требо- 
валось рассмотреть законы передачи движения 
применительно к „совершенно твердым телам“. 
И. Бервулли совершенно упругие тела и счел 
за „совершенно твердые тела“ на том основании, 
что они не имеют остаточных деформаций. Однако 
Академия под твердыми телами понимала неде- 
формируемые тела, и потому сочинение И. Бернулли 
не удовлетворяло условиям конкурса и получило 
только „похвалу“ от Академии, а не премию. 

На 1726 г. Академией был объявлен новый 
конкурс, относящийся к законам удара упругих 
тел, и кроме того требовалось объяснить физи- 
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ческую природу упругости. И. Бернулли снова 
представил свое „Рассуждение“ на конкурсе и 
написал к нему „Добавление о физической при- 
чине упругости“ 

В означенном „Добавлении“ большинство ма- 
териала имеет только исторический интерес, так 
как упругость объясняется автором грубо меха- 
нистически. Мы печатаем его здесь полностью 
с целью ознакомить с одним из образцов меха- 
нистических рассуждений в физике ХУП в. Кроме 
того в этом „Добавлении“ приводятся такие сооб: 
ражения, которые можно рассматривать, как под- 
готовку созданной позже молекулярно-кинетиче- 
ской теории вещества. 


85 (к стр. 199). „МоБЙе стсшап+“. 


86 (к стр. 196). Земные частицы — „ра сшез 
+еггез4ге5“. Так Декарт называл частицы обычной 
материи, находящейся на земле и на других пла- 
нетах, в противовес „весьма тонкой жидкости“, 
проникающей всюду (эфир) И „менее тонкой 
жидкости“ — воздуху. См. Декарт, Космогония. 
Трактат о свете, глава \. 

„Земные частицы“ у И. Бернулли соответ- 
ствуют молекулам обычных тел, в том числе и 
тел газообразных. 


87 (к стр. 219). Сочинение И. Бернулли „Ое уега 
поНопе упит м1уагит еагитаие изи т упатс!“ 
впервые было напечатано на латинском языке 
в лейпцигском журнале „Ас{а егиАНогит“ за 1735 г. 
в майской книжке, стр. 210. В „Орега отта“ оно 
помещено в т. Ш, стр. 239—260. 

В первых строках данного сочинения И. Бер- 
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нулли ссылается на „Рассуждение о законах пе- 
редачи движения“, именуемое им кратко „О дви- 
жении“. 


88 (к стр. 248). Речь идет о статье „ТГНеогета{а 
з@есйа, рго сопзегуаНопе упшит муагит 4етоп${- 
гапЧа её ехрегтепН$ соп—_гтапЧа. Ехсегра ех 
Ер15ю015 ЧаН$ а4 Н!ит Пашеет, 11. Осё. её 20. 
Оес. (5171. поч.) 1727“. „Избранные теоремы о со- 
хранении живых сил, доказанном математически 
и подтвержденном опытами. Извлечения из писем 
к сыну Даниилу от 11 окт. и 20 дек. (по нов. ст.) 
1727 г.“ (Статья была напечатана в указанном 
томе „Комментариев Петербургской императорской 
академии наук“, выходивших с 1727 г. и поме- 
щена в „Орега отта“, +. Ш, р. 124—130. 


89 (к стр. 249). Речь идет о статье Ме4НаНопе$ 
Че свогЧЪФиз$ угапЯБи$, сит роп4изси!$ аедиай 
ииегуаЛо а зе шусет 415515, о ппигат ех рит- 
сю упшт \МУагит диаегИиг потеги$ у1БгаНо- 
пит срогЧае рго ипа озсШаНопе Реп4 и! Ча{ае ]опз1- 
и 111$ 0“ — „Размышления о колеблющихся стру- 
нах с грузиками, распределенными на одинаковых 
расстояниях, с нахождением на основе принципа 
живых сил числа колебаний струны за время 


одного качания маятника данной длины О“. „Орега 
ошша“, 4. Ш, р. 198—210. 


90 (к стр. 249). Тэйлор (Тауог) — английский 
математик (1685—1731). В сочинении „Мефо4и$ 
шегетеп{огит ФЧтесфа её туегза“. („Поямой и 
обратный метод приращений“), изданном в Лон- 
доне в 1715 г., приводится и математическая тео- 
рия колебаний струны. 
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91 (к стр. 253). „Апитапиг“. В сочинении 
И. Бернулли, как и у Лейбница, часто встре- 
чается это выражение вместо „сообщаются такой-то 
силой“. Здесь у Лейбница сказывалось желание 
признать за материей некоторую способность к 
„самодвижению“ в отличие от ньютоновской 
инертности. 

Сила тяжести у И. Бернулли в данном случае 
не отличается от ускорения, так как подразуме- 
вается „ускорительная величина“ силы тяжести 
(см. примеч. 93). 


92 (к стр. 253). Любопытно, как здесь И. Бер- 
нулли неявно вводит понятие проекции силы на 
избранное направление. См. примеч. 71. 


93 (к стр. 255). Ускорительная сила (\15 ассе]е- 
га1х), введенная в механику Ньютоном („Рипс- 
ра“, Определение УП), соответствует теперь 
напряжению силы, т. е. величине силы, отнесен- 
ной к единице массы. 

Характерно, что этот второй метод И. Бер- 
нулли исходит из уравнения 


Ра5 = ГаТ, 


т. е. из уравнения энергетического. 


94 (к стр. 257). „Орега у15$ {еп510115“ — здесь 
имеется в виду просто величина силы натяже- 
ния Х. 


95 (к стр. 258). Герман (Негтапп) — швейцар- 
ский математик (1678—1733), ученик Я. Бернулли. 
В своем сочинении „ТГВеома сепегай$ точит“. 
(„Общая теория движений“), напечатанном в пе- 
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тербурских „Комментариях“, Герман касается ука- 
занной задачи и в конце своей заметки ссылается 
на письмо И. Бернулли от 11 октября 1727 г. 

В словах И. Бернулли о Германе сказывается 
характерная склонность ученых того времени 
к тяжбам о приоритете. 


96 (к стр. 261). Вариньон (Уанмепоп) — фран- 
цузский математик и механик (1654—1722). Он 
впервые точно формулировал закон параллело- 
грамма сил и основы теории моментов сил. После 
его смерти, в 1725 г., в Париже вышло его сочи- 
нение в двух томах „МоцуеЙе Мёсашаие оц За- 
паче“. Мы помещаем отрывок из этого сочинения, 
где приводится весьма важное письмо И. Бер- 
нулли, относящееся к 1717 г. В этом письме 
И. Бернулли излагает закон виртуальных скоро- 
стей (принцип возможных перемещений), как об- 
щий закон равновесия. 

Помещаемый отрывок взят из второго тома 
сочинений Вариньона, отдел девятый. Первый 
том и начало второго посвящены у Вариньона тому, 
что сейчас называется геометрической статикой 
применительно к отдельным „машинам“. Переходя 
затем к закону виртуальных скоростей, Вариньон 
доказывает последний на основании добытых 
результатов геометрической статики. Конец своего 
сочинения он посвящает новому рассмотрению 
тех же отдельных „машин“, но уже на основе 
нового принципа И. Бернулли. 
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Предисловие редактора ............ 


ЗАДАЧА О БРАХИСТОХРОНЕ ...... .. 


Новая задача, к разрешению которой приглаша- 
ются математики... еее еее. 

Программа, изданная в Гронингене в 1697 г. 
тончайшим славящимся во всем мире математикам . 

Кривизна луча в неоднородных прозрачных телах 
и решеиие задачи, предложенной мною в „Аса“ за 
1696 г., стр. 269, о нахождении „брахистохронной 
линии“, т. е. такой линии, по которой тело должно 
проходить от одной заданной точки до другой в крат- 
чайшее время; затем о построении „синхфонной кри- 
вой“, т, е. волны лучей. ...... он 


РАССУЖДЕНИЕ О ЗАКОНАХ ПЕРЕДАЧИ 
ДВИЖЕНИЯ... еее. 


Письмо членам Королевской академии наук, слу- 
жащее предизловяем к позледующему Рассуждению. 
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Глава 1. О твердости тел: определение твердо- 
сти в соответствии с теми представлениями, которые 
о ней можно иметь... .. 

Глава И. Как движение уничтожается и вновь 
воспроизводится силой пружинистости. Равенство 
действия и противодействия. Решение некоторых 
задач... еее. 

Глава Ш. Что такое виртуальная скорость. Прин- 
цип равиовесия в применении к производству дви- 
жения при помощи включения пружины между двумя 


покоящимися телами... еее 
Глава ГУ. Исследование общего правила опре- 
деления движения . ® » » . * ® » Г] ® ® ® ® ® ® ® Ф 


Глава И. О живой силе движущихся тел . 

Глава У]. В чем состоит измерение живых сил. 
Способ сравиивать их друг с другом. ....... 

Глава ИП. Глава, в которой доказывается, что 
живые силы тел пропорциональны произведению их 
масс и каадратов их скоростей. .. ... 

Глава УШ. Глава, в которой измерение живых 
сил, установленное в предыдущей главе, подтвер- 
ждается при помощи опытов и новых доказательств. 

Глава [Х. Общее геометрическое доказатель- 
ство теоремы о мере живых сил, пропорциональных 
произведению массы на квадрат скорости. 

Глава Х. О трех законах, постоянно соблюдае- 
мых при прямом ударе двух тел. О том, что каждый 
из этих трех законов, взятый на выбор, имеет всегда 


иеобходимую связь с двумя другими. ..... 
Глава ХП. Об ударе трех твердых тел по различ- 
ным направлениям. „еее 


Глава ХИ. Об ударе одним телом нескольких тел 
и об общем определении их движений после удара. 
Глава ХШ. О сопротивлении сред и о том, что 
это сопротивление не изменяет законов передачи 
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132 


144 
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движения. Способ подсчета потери скорости, произ- 
веденной сопротивлением . ее 
Глава АПУ. Новый способ определения центра 
качания сложного маятника при помощи зеории 
живых сил, изложенной в этом сочинении. .. 
„Добавление к „Рассуждению о законах передачи 
движения“, в котооом автор берется дать вероятное 
объяснение физической причины упругости. 


ОБ ИСТИННОМ ЗНАЧЕНИИ ЖИВЫХ СИЛ И 
ИХ ПРИМЕНЕНИИ В ДИПАМИКЕ . 


Приложение. Отрывок из книги Варивьона 
„Новая механика, или статика“. 


ПРИМЕЧАНИЯ . .. 
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